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内 容 简介 

本 书 是 第 五 版 ， 基 本 上 保持 了 第 四 版 的 内 容 ， 增 加 了 几 个 应 用 例题 ， 
改写 了 矩阵 的 秩 一 节 ， 补 上 了 维特 定理 的 证 明 ， 增 加 了 附录 四 中 有 理 标准 
形 的 内 容 ， 适 当 补充 了 数字 资源 (以 图 标 (图 ) 示 意 ) 。 
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4. 单 击 “ 进 入 课程 " 按钮 , 开始 本 数字 课程 的 学 习 。 


人 3 点 book 人 于 0 


高 等 代 到 数 字 读 程 与 手持 妆 村 一 体 化 设计 ， 时 完 配 合 。 数 字 刘 性 提 供 笋 学 守 科 、 扰 展 而 居于 数字 资 大 ， 充 分 运用 多 种 媒体 吐 草 ， 丰 富 了 
知识 的 呈 志 形 式 ， 挝 委 了 雯 树 内 容 ， 在 提 和 课程 教学 欢 筑 的 同时 ， 为 学 生 学 习 推 供 刀 纵 与 探索 的 空间 。 


用 = 攻 灾 码 锭 证 呈 ES 
课程 绑 定 后 一 年 为 数字 课程 使 用 有 效 期 。 受 硬件 限制 ， 部 分 内 容 无 法 在 


手机 端 显示 , 请 按 提示 通过 计算 机 访问 学 习 。 
如 有 使 用 问题 , 请 发 邮件 至 abook@hep.com.cn。 


本 
高 等 代数 简 史 (上 ) 


第 五 版 前 言 | 


未 书 从 第 一 版 到 如 今 第 五 版 整整 经 过 了 40 年 (恰好 与 我 国 改革 开放 40 年 同步 ) 。 
此 期 间 我 们 二 人 始终 未 脱离 高 等 代数 教学 ,一 直 未 停止 代数 教学 与 教材 的 改进 和 提 
高 。 本 书 40 年 来 一 直 为 国内 多 数 高 校 的 数学 类 专业 用 作 教 材 和 参考 书 , 印 刷 已 达 200 
多 万 册 , 使 我 国 儿 代数 学 和 科学 工作 者 受益 。 我 们 全 体 作 者 很 珍重 读者 们 对 此 书 的 
涯 害 。 

本 书 已 是 一 个 比较 定型 的 教材 ,本 版 仅 作 了 很 少 修改 : 

1. 应 读者 要 求 增 加 了 几 个 应 用 例题 。 高 等 代数 在 数学 中 和 其 他 科学 中 有 越 来 越 
多 的 应 用 。 课 程 中 不 可 能 也 不 必要 讲述 太 多 的 应 用 内 容 。 若 同学 们 有 要 求 ,教师 可 根 
据 自己 熟悉 的 方面 和 兴趣 选择 一 些 内 容 向 同学 们 作 课 外 讲座 。 

2. 改写 了 类 阵 的 秩 一 节 。 

3. 附录 四 中 增加 了 有 理 标准 形 的 内 容 , 而 第 七 章 $8 若 尔 当 标准 形 介绍 又 恢复 了 
第 三 版 的 讲法 。 这 是 因为 附录 四 不 是 必 学 内 容 ,而 8$8 中 若 尔 当 标准 形 的 证 明 不 太 难 ， 
是 比较 容易 接受 的 。 

4. 第 十 章 84 辛 空间 的 维特 定理 补 上 了 证 明 。 

5. 适当 补充 数字 资源 (以 图 标 ( 夯 ) 示 意 ) 。 

此 外 ,我 们 应 教师 和 同学 们 的 呼声 ,希望 各 学 校 保证 高 等 代数 的 课时 ,我 们 的 经 验 
是 正常 授 完 本 教材 的 基本 内 容 需要 两 学 期 ,每 周 四 课时 。 此 外 每 章 至 少 安排 两 课时 的 
习题 课 。 实 际 上 还 要 去 除 节假日 各 种 特殊 的 活动 和 考试 ,课时 仍 是 很 紧 的 。 

这 次 修改 前 高 等 教育 出 版 社 组 织 召 开 了 北京 地 区 部 分 高 等 代数 教师 的 座谈 会 ,他 
们 提出 了 很 多 宝贵 意见 。 我 们 表示 衷心 的 感谢 。 


王 葛 芳 石生 明 
2018 年 1 月 


第 四 版 前 言 | 


本 次 再 版 只 作 了 一 些 修改 ,并 添加 了 三 项 内 容 。 加 了 一 份 总 习题 ,这些 题 需要 雪 
悉 全 书 内 容 后 才能 完成 ,其 中 有 些 题 有 一 定 的 难度 。 作 为 附录 加 了 代数 基本 定理 的 证 
明和 若 尔 当 标准 形 的 几何 理论 , 供 有 兴趣 的 读者 参考 。 关 于 若 尔 当 标准 形 的 存在 性 ， 
保留 了 第 三 版 第 八 章 中 利用 和 - 纸 阵 的 证 明 ,目前 较 好 的 几何 证 明 是 在 近世 代数 中 利 
用 模 的 理论 给 出 的 。 我 们 在 附录 中 引入 gg- 移 阵 给 出 了 新 的 证 明 , 仅 用 到 线性 代数 的 
知识 ,并且 %- 和 矩阵 也 是 一 个 有 用 的 数学 概念 。 


王 萝 芳 石生 明 
2013 年 3 月 


第 三 版 前 言 | 


从 本 书 的 前 身 《 高 等 代数 讲义 》(1964 年 由 高 等 教育 出 版 社 出 版 ) 算 起 , 它 已 问世 
近 40 年 了 。 国 内 广大 读者 从 它 得 益 , 也 对 它 肯 定 。 本 书 又 是 从 我 们 的 师长 段 学 复 教 
授 、 聂 灵 沼 教授 . 丁 石 孙 教授 继承 下 来 的 ,我 们 感到 它 有 着 历史 的 纪念 意义 。 因 此 在 修 
订 时 力求 保持 它 原 来 的 框架 和 原来 的 风格 。 

这 次 修订 有 如 下 几 点 : 

(1) 文字 上 的 推 殴 ,特别 是 一 些 名 词 , 如 "上 映 上 " “1-17 等 均 用 现代 流行 的 “ 满 
射 ””" 单 射 "来 蔡 代 。 

(2) 删 去 广义 逆 及 代数 基本 概念 两 部 分 内 容 。 我 们 发 现 两 者 都 不 必 作 为 基础 课 
内 容 。 特 别 是 后 者 ,现在 数学 专业 专科 也 要 开设 抽象 代数 或 近世 代数 课程 , 它 就 更 不 
必要 在 基础 课 中 占据 课时 了 。 

(3) 增加 了 和 托 阵 的 有 理 标 准 形 . 辛 空间 两 节 和 附录 二 "整数 的 可 除 性 理论 "。 

增添 了 若 尔 当 标准 形 的 存在 性 的 一 个 几何 证 明 。 

(4) 用 (* ) 注 出 了 一 些 选 学 内 容 。 根 据 学 时 和 需要 ,教师 可 自行 决定 选择 其 中 哪 
些 内 容 。 


王 功 芳 石生 明 
2003 年 2 月 


第 二 版 前 言 | 


本 书 自 1978 年 出 版 以 来 ,有 相当 多 的 学 校 采 用 它 作为 高 等 代数 课程 的 教材 ,在 使 
用 中 也 发 现 了 其 中 不 少 问题 和 错误 ,广大 读者 和 教师 向 我 们 提 了 许多 宝贵 意见 。 在 本 
书 历次 重印 中 ,我 们 曾 作 了 一 些 勤 误 。 这 次 的 修订 ,除了 一 些 勘 误 以 外 ,主要 是 增加 了 
一 些 章 节 ( 第 四 章 8$7,8$8, 第 七 章 89 和 第 十 章 一 一 原来 的 第 十 章 代数 基本 概念 介绍 
现在 成 了 第 十 一 章 )。 我 们 圳 心 感谢 广大 读者 和 教师 对 本 书 的 关心 ,并 欢迎 继续 提出 
宝贵 意见 。 

本 书 是 北京 大 学 数学 系 几 何 与 代数 教研 室 代数 小 组 集体 教学 经 验 的 积累 。 段 学 
复 教授 、 肥 灵 沼 教授 . 丁 石 孙 教授 、. 王 苯 芳 教授 等 旱 在 五 十 ,六 十 年 代 就 先后 多 次 教授 
高 等 代数 课程 并 编写 过 讲义 o1964 年 和 1965 年 丁 石 孙 教 授 在 此 基础 上 先后 执笔 编写 
了 《高 等 代数 讲义 》 和 《高 等 代数 简明 教程 》( 高 等 教育 出 版 社 出 版 ) 。1977 年 我 们 受 在 
上 海 召 开 的 理科 教材 会 议 的 委托 ,在 上 述 教材 的 基础 上 修改 而 成 本 书 。 历 年 来 还 有 很 
多 同志 (他 们 中 的 许多 人 已 离开 了 教研 室 ) 参 加 了 习题 的 建设 ,因此 很 多 同志 对 本 书 作 
出 了 贡献 。 可 是 本 书 是 由 我 们 编写 的 ,这 次 也 是 由 我 们 修订 ,其 中 的 缺 皮 和 下 漏 之 处 
是 应 由 我 们 负责 的 。 


王 葛 芳 ”石生 明 
1987 年 3 月 


第 一 和 版 前 


] 


本 书 是 在 我 校 1964 年 编 的 《高 等 代数 讲义 》 和 1966 年 编 的 《高 等 代数 简明 教程 》 
的 基础 上 ,根据 1977 年 在 上 海 召开 的 理科 教材 编写 大 纲 讨论 会 上 制订 的 高 等 代数 教 
材 编写 大 纲 的 精神 修改 而 成 的 。 本 书 分 三 个 部 分 , 即 多 项 式 理论 ,线性 代数 及 群 、 环 、 
域 的 概 念 介绍 。 因 有 计算 方法 的 试用 教材 ,方程 论 的 大 部 分 内 容 和 代数 中 的 计算 方法 
内 容 都 略 去 了 。 另 外 考虑 到 综合 大 学 数学 专业 和 高 等 师范 院 校 数学 专业 两 方面 的 需 
要 ,所 以 本 书 中 包含 的 内 容 对 每 个 学 校 不 一 定 都 是 必要 的 。 还 有 些 内 容 , 如 行列 式 的 
拉 著 拉 斯 展开 定理 、 线 性 变换 的 值 域 和 核 、 线 性 空间 按 特征 值 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 
和 ,\A- 算 阵 和 若 尔 当 标准 形 的 理论 推导 \ 酉 空间 介绍 是 选 学 内 容 , 不 作 基 本 要 求 。 因 此 
在 采用 本 书 作为 教 本 时 ,教师 可 根据 实际 情况 作 适 当 的 取舍 。 如 学 生 以 后 有 近世 代数 
基础 课 , 第 十 章 群 . 环 . 域 的 基本 概念 也 可 不 讲 。 我 们 力求 做 到 所 附 的 习题 大 致 反映 各 
章 的 基本 要 求 , 至 于 补充 题 就 只 有 参考 的 意义 ,不 在 基本 要 求 之 内 。 

本 书 用 了 数学 归纳 法 ,但 是 没有 讲 数学 归纳 法 。 这 是 考虑 到 ,数学 归纳 法 (特别 是 
第 二 数学 归纳 法 ) 可 以 在 高 等 代数 中 讲 , 也 可 以 在 其 他 课程 中 讲 , 甚 至 于 也 可 以 只 简单 
地 提 一 下 而 在 用 的 过 程 中 悉 它 。 教 师 可 根据 情况 作 适 当 处 理 。 关 于 连 加 号 ”十 ”, 我 
们 写 了 一 个 附录 , 供 参 考 。 

我 们 采用 符号 ”四 ”表示 一 个 定理 或 者 论断 的 证 明 完 结 。 当 符号 ”四 ” 紧 接 着 一 个 
定理 或 者 论断 的 叙述 之 后 出 现 , 这 就 表示 它 不 证 自明 或 者 在 前 面 已 经 证 明了 。 

这 几 年 教育 战线 受 " 四 人 帮 " 严 重 破坏 ,影响 了 教学 活动 正常 进行 , 极 大 地 妨碍 了 
高 等 代数 课 教 学 经 验 的 积累 ,加 之 这 次 修改 时 间 仓促 , 书 中 的 问题 一 定 不 少 ,我 们 希望 
大 家 在 使 用 的 过 程 中 不 断 提 出 意见 ,以 便 今 后 写 出 高 质量 的 教材 。 

参加 教材 审查 会 的 同志 们 对 本 书 提 出 了 不 少 宝贵 意见 ,我 们 表示 赴 心 感谢 。 


北京 大 学 数学 系 
几何 与 代数 教研 室 代 数 小 组 
1978 年 3 月 
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第 一 章 
多 项 式 


8$1 数 域 


多 项 式 是 代数 学 中 最 基本 的 研究 对 象 之 一 , 它 不 但 与 高 次 方程 的 讨论 有 关 ,而 且 
在 进一步 学 习 代 数 以 及 其 他 数学 分 支 时 也 都 会 碰 到 .本 章 就 来 介绍 一 些 有 关 多 项 式 的 
基本 知识 .在 中 学 代数 中 我 们 学 过 多 项 式 ,现在 的 讨论 可 以 认为 是 中 学 所 学 知识 的 加 
深 , 并 且 推 广 到 更 一 般 的 情况 . 

我 们 知道 , 数 是 数学 的 一 个 最 基本 的 概念 .我 们 的 讨论 就 从 这 里 开始 .在 历史 上 , 数 
的 概念 经 历 了 一 个 长 期 发 展 的 过 程 , 大 体 上 看 ,是 由 正 整 数 到 整数 有理数 ,然后 是 实 
数 ,再 到 复数 .这 个 过 程 反 映 了 人 们 对 客观 世界 的 认识 的 不 断 深 入 .中 学 数学 的 学 习 也 
基本 上 反映 了 这 样 一 个 发 展 过 程 . 回 想 一 下 ,中 学 数学 中 数 的 含义 在 不 同 的 阶段 实际 
上 是 不 同 的 ,只 是 没有 明确 指出 而 已 . 

按照 所 研究 的 问题 ,我 们 常常 需要 明确 规定 所 考虑 的 数 的 范围 .譬如 说 ,在 解决 一 
个 实际 问题 中 列 出 了 一 个 二 次 方程 ,这 个 方程 有 没有 解 就 与 未 知 量 所 代表 的 对 象 有 
关 , 也 就 是 与 未 知 量 所 允许 的 取 值 范围 有 关 . 又 如 ,任意 两 个 整数 的 商 不 一 定 是 整数 ， 
这 就 是 说 ,限制 在 整数 的 范围 内 ,除法 不 是 普遍 可 以 做 的 ,而 在 有 理 数 范围 内 ,只 要 除 
数 不 为 零 ,除法 总 是 可 以 做 的 .因此 ,在 数 的 不 同 的 范围 内 同一 个 问题 的 回答 可 能 是 不 
同 的 .我 们 经 常会 遇 到 的 数 的 范围 有 全 体 有 理 数 .全体 实数 以 及 全 体 复 数 , 它 们 显然 具 
有 一 些 不 同 的 性 质 .当然 ,它们 也 有 很 多 共同 的 性 质 , 在 代数 中 经 常 是 将 有 共同 性 质 的 
对 象 统 一 进行 讨论 .关于 数 的 加 ` 减 、 乘 、 除 等 运算 的 性 质 通 常 称 为 数 的 代数 性 质 . 代 数 
所 研究 的 问题 主要 涉及 数 的 代数 性 质 , 这 方面 的 大 部 分 性 质 是 有 理 数 .实数 .复数 的 全 
体 所 共有 的 .有 时 我 们 还 会 碰 到 一 些 其 他 的 数 的 范围 ,为 了 方便 起 见 , 当 我 们 把 这 些 数 
当 作 整体 来 考虑 的 时 候 , 常 称 它 为 一 个 数 的 集合 ,简称 数 集 . 有 些 数 集 也 具有 与 有 理 
2 复数 的 全 体 所 共有 的 代数 性 质 .为 了 在 讨论 中 能 够 把 它们 统一 起 来 ,我们 引 

一 般 的 概念 . 
1 人 0 其 中 包括 0 与 1. 如 果 


二 “请 全 ”两 


ER 
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域 .这 三 个 数 域 我 们 分 别 用 字母 Q,R,C 来 代表 .全 体 整 数组 成 的 集合 就 不 是 数 域 , 因 
为 不 是 任意 两 个 整数 的 商都 是 整数 . 
如 果 数 的 集合 己 中 任意 两 个 数 做 某 一 运算 的 结果 仍 在 尸 中 ,我 们 就 说 数 集 已 对 这 
个 运算 是 封闭 的 .因此 , 数 域 的 定义 也 可 以 说 成 ,如 果 一 个 包含 0,1 在 内 的 数 集 已 对 于 
加 法 ,减法 .乘法 与 除法 (除数 不 为 0) 是 封闭 的 ,那么 已 就 称 为 一 个 数 域 , 
下 面 来 举 一 些 例子 . 
例 1 所 有 具有 形式 
a+bV/2 
的 数 (其 中 ,2 是 任何 有 理 数 ) 构 成 一 个 数 域 .通常 用 Q(V2 ) 来 表示 这 个 数 域 .显然 , 数 
集 Q(V2 ) 包 含 0 与 1, 并 且 它 对 于 加 减法 是 封闭 的 ,现在 证 明 它 对 乘 、 除 法 也 是 封闭 
的 .我 们 知道 
(a+bV/2)(c+dV2)= (ac+20d)+(ad+bc)V2. 
因为 ,be,d 都 是 有 理 数 ,所 以 ac+2bd ,ad+bc 也 是 有 理 数 .这 就 说 明 乘 积 (a+bV2 ) (ce+ 
dvV2) 还 在 Q(V2 ) 内 ,所 以 Q(V2 ) 对 于 乘法 是 封闭 的 . 
设 c+by2 关 0, 于 是 -by2 关 0( 为 什么 ?) ,而 
c+dv2 四 (c+dy2 )(a-A2 ) _ <c-204 ad 一 bc 呈 
Cf 帮 厅 《ai 有 历 )(- 记 厅 ) 本 28 天 -26 


因为 e,b,c,d 是 有 理 数 ,所 以 oz-2 有 是 非 零 有 理 数 ,2 -204 ad 和 
本 20 本 一 20 


也 是 有 理 数 .这 就 


证 明了 Q(V2 ) 对 于 除法 的 封闭 性 . 
例 2 所 有 可 以 表 成 形式 


Qo+GCITT 十 … 士 人 


05 二 biT 二 ee 十 放 MT” 

的 数组 成 一 数 域 , 其 中 半 , 劝 为 任意 非 负 整 数 ,ai=0, ,=0,…, 下 ) 是 整数 .验证 
留 给 读者 去 做 . 

例 3 所 有 奇数 组 成 的 数 集 ,对 于 乘法 是 封闭 的 ,但 对 于 加 减法 不 是 封闭 的 .V2 的 
整 倍 数 的 全 体 组 成 一 数 集 , 它 对 于 加 ,减法 是 封闭 的 ,但 对 于 乘 、 除 法 不 封闭 .当然 ,以 
上 这 两 个 数 集 都 不 是 数 域 . 

最 后 ,我 们 指出 数 域 的 一 个 重要 性 质 .所 有 的 数 域 都 包含 有 理 数 域 作为 它 的 一 部 
分 .事实 上 , 设 尺 是 一 个 数 域 , 由 定义 , 忆 含有 1. 根据 尸 对 于 加 法 的 封闭 性 ,1+1=2,2+1= 
3，…,n+1=n+l,… 全 在 已 中 , 换 句 话说 , 己 包 含 全 体 正 整数 .又 因 0 在 尸 中 ,再 由 尸 对 
减法 的 封闭 性 ,0-z2= 到 2 也 在 已 中 ,因而 已 包含 全 体 整 数 .任何 一 个 有 理 数 都 可 以 表 成 
两 个 整数 的 商 , 由 尸 对 除法 的 封闭 性 即 得 上 述 结论 . 


8$2 一 元 多 项 式 


在 对 多 项 式 的 讨论 中 ,我 们 总 是 以 一 个 预先 给 定 的 数 域 已 作为 基础 . 设 * 是 一 个 


8$2 一 元 多 项 式 | 上 


符号 (或 称 文字 ) ,我 们 有 
定义 设 ， 是 一 非 和 整数 .形式 表达 式 
QU" 二 QIX 十 十 Go， ( 


本 羡 ) 广 醒 ， 岂 式 ， /全 届 


在 多 项 式 (1) 中 ,nx w 称 为 天 次 项 ,as 称 为 大 次 项 的 系数 .以 后 我 们 用 (xz) ,g(a)， 
… 或 岂 g, 来 代表 多 项 式 . 

注意 ,我们 这 儿 定 义 的 多 项 式 是 符号 或 文字 的 形式 表达 式 . 当 这 符号 是 未 知 数 时 ， 
它 是 中 学 所 学 代数 中 的 多 项 式 . 看 应 用 需要 ,这 个 符号 还 可 代表 其 他 待定 事物 .为 了 能 
统一 研究 未 知 数 和 其 他 待定 事物 的 多 项 式 ,我 们 才 抽象 地 定义 上 述 形式 表达 式 . 并 且 
还 要 对 它们 引入 运算 来 反映 各 个 待定 事物 所 满足 的 运算 规律 ,统一 研究 以 得 到 它们 普 
遍 的 公共 的 性 质 . 

定义 3 隐 eoewS 除去 系数 为 零 的 项 外 , 同 次 项 的 系数 全 相 


和 


TS 


xz)=g(x). 
系数 全 为 替 的 多 项 式 称 为 夫 多 项 式 , 记 为 0 
在 (1) 中 ,如 果 o, 关 0, 那 么 ix" 称 为 多 项 式 (1) 的 首 项 ,o, 称 为 首 项 系数 ,nm 
称 为 多 项 式 ( 1) 的 次 数 . 零 多 项 式 是 唯一 不 定义 次 数 的 多 项 式 .多 项 式 /xz) 的 次 数 
记 为 
a( 几 xz) ) 下 
在 中 学 所 讲 的 代数 中 ,两 个 多 项 式 可 以 相 加 、 相 减 . 相 乘 .例如 ， 
(2z2-1)+(x-2x2+x+2)= x+x+l ， 
(2x=1)(z2-x+1)= 224 一 2x3+222 一 22+X 一 1 
=2x+ 一 2x +zZ +X 一 1. 
我 们 对 形式 表达 式 (1) ,可 类 似 地 引入 这 些 运算 ,为 便于 计算 和 讨论 ,我 们 常常 用 
和 号 来 表达 多 项 式 . 
设 
JUz)=ax"+a ix + +， 区 (YY)=D xD xz TD 
是 数 域 P 上 两 个 多 项 式 . 那 么 可 以 写成 


妃 x) = aix ， &(X) = 2 0 


在 表示 多 项 式 败 x) 与 &(x) 的 和 时 ,如 果 兽 到 ,为 了 方便 起 见 ,在 &(x) 中 令 凡 = 
21=…=bosi=0. 那 么 几 x) 与 gz) 的 和 为 


Kx)+g(z)=(a +D)xz + + xz +T(ai+D )x%+(ao+bu) = 到 (al +DD)x- 
而 态 z) 与 gx) 的 乘积 为 
xs)g(x)= QT(Q DO IO)xXT (QiDo+aob )x+aobu ， 


四 因为 零 多 项 式 不 定义 次 数 , 所 以 在 用 符号 8(J(xz) ) 时 ,总 是 假定 /xz) 天 0. 以 后 就 不 一 一 说 明了 . 
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其 中 * 次 项 的 系数 是 
世相 业 攻 上 二 二 全 让 ji 出 遍 60 祖 ii 


所 以 凡 xz)g(x) 可 表 成 


ax os(O= 研 (了 si 世 好 
显然 , 数 域 P 上 的 两 个 多 项 式 经 过 加 减 , 乘 等 运算 后 ,所 得 结果 仍然 是 数 域 忆 上 
的 多 项 式 . 
对 于 多 项 式 的 加 减法 ,不 难看 出 
(xz)zg(xz) ) 二 max(a(xz) ) ,3(8(z) ) ). 
对 于 多 项 式 的 乘法 ,可 以 证 明 ,如 果 帮 x) 关 0,8(xz) 关 0, 那 么 败 xz)g(z) 天 0, 并 且 
a(CF(x)g(z))=a(F(z))+a(g(xz) ). 


事实 上 , 设 
xx)= QQ gg(x)= 0 w+D，X 二 二 50， 
其 中 o, 关 0, 名 天 0, 于 是 妃 x)g5(x) 的 首 项 是 


下 “” 砚 


显然 c, 滑 天 0, 因 之 ,xz)g(z) 关 0 而且 它 的 次 数 就 是 m+m. 


显然 ,上 面 得 出 的 结果 都 可 以 推广 到 多 个 多 项 式 的 情形 . 
和 数 的 运算 一 样 ,多 项 式 的 运算 也 满足 下 面 的 一 些 规 律 ; 


1. 加 法 交换 律 
几 w)+8(2)=8(OX)+ 帮 xD) 
2. 加 法 结合 律 
CCx)+g(E) )+R(CY)= 几 E)+(SCX) HA(Y) )， 
3. 乘法 交换 律 
2)8CX)=E0X) 几 2x). 
人 4， 乘法 结合 和 


CACxz)S8(CX) )ACZE)= 人 xz)C8(Cx)ACY) ) 
5. 乘法 对 加 法 的 分 配 律 
YE) (SCzZ)+RCE) )= 所 二)8CXZ) + 的 并 ) 且 (区 ) 
这 些 规律 都 很 容易 证 明 .下 面 只 给 出 乘法 结合 律 的 证 明 ， 
设 
xz) = 产 ai% yg(X) = 六 oh = > cix 
现在 来 证 
CRxz)8CXE) ) 六 (xz) = 成 ) (区 ( 生 ) 大 ( 莹 ) ) 
等 式 左边 ,所 x)g(Cx) 中 * 次 项 的 系数 为 


@@。 max(nm) 表 示 症 ,站 中 较 大 的 一 个 数 . 
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因此 左边 :次 项 的 系数 为 
这 | >》 ai cy = Qibic1 


+ 下 三 = 让 大 = 上 


在 右边 ,5(*)A(z) 中 关 次 项 的 系数 为 
> 忆 ic 
因此 右边 上 次 项 的 系数 为 
阿 ai( 总 六 cb] = 孙 GDei- 
与 左边 上 次 项 的 系数 一 样 ,所 以 左 ` 右 两 边 相等 ,这 就 证 明了 乘法 满足 结合 律 ， 
对 于 多 项 式 的 乘法 ,我 们 还 可 以 证 明 
6. 乘法 消去 律 
如 果 sz)g(z)=Axz)Axz) 上 且 Axz) 短 0, 那 么 
g(X) = 及 (z)。 
因为 
几 Y)B8Cz)= 拟 x) 大 (x) ， 
有 
人 xz)(sCz)-ACz))=0， 
而 所 xz) 和 关 0, 所 以 g5(xz)-ACz)= 0, 也 就 是 
g(X)= 有 xD)， 
最 后 我 们 引入 
定义 4 所 有 系数 在 数 域 PP 中 的 一 元 多 项 式 的 全 体 , 称 为 数 域 P 上 的 一 元 多 项 式 


达 陵 . 一 商 尖 ”而 和 


环 , 记 为 P[z] , 尸 称 为 P[x] 的 系数 域 
$3 ”整除 的 概念 


这 一 节 以 及 后 面 各 节 的 讨论 都 是 在 某 一 个 固定 的 数 域 P 上 的 多 项 式 环 P[x] 中 进 
行 的 ,以 后 就 不 每 次 重复 说 明了 . 

在 一 元 多 项 式 环 中 ,可 以 做 加 \ 减 . 乘 三 种 运算 ,但 是 乘法 的 逆 运 算 一 一 除法 并 不 
是 普遍 可 以 做 的 . 因 之 整除 就 成 了 两 个 多 项 式 之 间 的 一 种 特殊 的 关系 . 

和 中 学 中 所 学 代数 一 样 ,作为 形式 表达 式 ,也 能 用 一 个 多 项 式 去 除 另 一 个 多 项 式 ， 
求 得 商 和 余 式 . 例 如 , 设 

(xz)=3z +4z -5Sx+6，g(z)= 六 一 3x+1. 

我 们 用 g(x) 去 除 败 x) ,可 以 按 下 面 的 格式 来 做 除法 : 
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x-3x+1|3x +4x”-Sx+6 3x+13 
3x 一 9w2 +3x 
13x” -8x+6 
13z "一 39x+13 
318 一 了 


于 是 求 得 商 为 3x+13 , 余 式 为 31x-7. 所 得 结果 可 以 写成 
3x +4z -5Sx+6=(3x+13) (22-3x+1)+(31x-7). 
这 个 求法 实际 上 具有 一 般 性 .下 面 就 按 这 个 想法 来 证 明 一 元 多 项 式 环 的 一 个 基本 性 质 . 


人 


二 


证 明 (1) 中 9(xz) 和 7Gxz) 的 存在 性 可 以 由 上 面 所 说 的 除法 直接 得 出 .我 们 用 归纳 
法 的 语言 来 叙述 . 
如 果 Ax)=0, 取 9g(xz)=r(Cxz)=0 即 可 . 
以 下 设 岂 xzx) 关 0. 令 As) ,8Cz) 的 次 数 分 别 为 mm 对 几 xz) 的 次 数 半 作 ( 第 二 ) 数 学 
归纳 法 .假设 当 任何 所 xz) 的 次 数 小 于 赤 时 ,g(xz),rCxz) 的 存在 已 证 . 现 来 看 次 数 为 导 的 
当 me<m 时 ,显然 取 9q(xz)= 0,r(xz)=xz),(1) 式 成 立 . 
下 面 讨论 ”>mm 的 情形 . 令 ax" ,pr"” 分 别 是 几 x) ,g(z) 的 首 项 ,显然 ax g(xz) 与 
九 x) 有 相同 的 首 项 ,因而 多 项 式 
JiCxz)=7x)-D ax g(x) 
的 次 数 小 于 半 或 为 零 多 项 式 .对 于 后 者 , 取 9(z)= 思 ar ,rz)=0; 对 于 前 者 ,由 归纳 
假设 ,对 廊 (*),g(xz) 有 (xz) ,mx) 存 在 使 
万 (7 = 9) 和 ) 十 r 计 双 ) ， 
其 中 9(r(xz))<6(8(x) ) 或 者 m(x)= 0. 于 是 
jz)= (qz)+D ax )g(xz)+ri(z)， 
也 就 是 说 ,有 9(z)=q(z)+b ar rr)=mxz) 使 
xz)=gCx)SCx)+rCz) 
成 立 .由 归纳 法 原理 ,对 任意 的 凡 x) ,eg(x*) 关 0,qg(x) ,rz) 的 存在 性 就 证 明了 . 
下 面 来 证 唯一 性 . 设 另 有 多 项 式 94'(x) ,r'(x) 使 
汽 动 二 到 (的 羡 ( 风 和 人 和 ) ， 
其 中 9(r (xz) )<9(0g(x) ) 或 者 ">"(x*)= 0. 于 是 
G 人 4) 区 (和 7 二 F 9 (%) 可 (多 力 HF (人 (%) ， 
即 
(9(xz) -4q (xz))8(z)= 庆 (xz)-r(x)， 
如 果 9(Cx*) 关 9 xz) ,又 据 假设 gxz) 关 0, 那 么 "(x)-r(x) 天 0, 且 有 
da(qCz) -9 (xz))+a(gCx))=9(r(z)-rCz) ). 
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但 是 
9(g(z))>a(r(z)-r(x) ) ， 

所 以 上 式 不 可 能 成 立 .这 就 证 明了 9(*)=4'(z)， 因 此 r(z)=r(z). 1 

带 余 除 法 中 所 得 的 9(x) 通 常 称 为 g&(xz) 除 fx) 的 商 式 ,r(xz) 称 为 g(xz) 除 /zx) 的 
余 式 ,简称 商 及 余 . 

定义 5 称 数 域 己 上 的 多 项 式 g(x) 整 除 几 xz) ,如 果 有 数 域 P 上 的 多 项 式 A(x) 使 
等 式 

几 x)=SCxZ)ACx) 

成 立 . 我 们 用 “g(x*) |/(x) "表示 &(x) 整 除 几 xz) ,用 "g(z)tXx) "表示 8(z) 不 能 整除 
茂 y， 

当 &g(xz) | /xz) 时 ,5(x) 就 称 为 凡 x) 的 因 式 , 扩 x) 称 为 g(x) 的 倍 式 . 

当 &g(x) 关 0 时 , 带 余 除 法 给 出 了 整除 性 的 一 个 判别 法 . 

定理 1 对 于 数 壤 忆 上 的 任意 两 个 元 项 式 丈 ， g(z) ,其 中 g(z) 关 0,8(x) | 7Cx) 


和 


证 明 病 间 0 0， 那么 Ka)= es 即 &(x) | 7/x). 
反 过 来 ,如 果 &g(*) | Kx) ,那么 
所 zi)=qGx)gEUX)=d(5)SCZJ)+0， 

即 r(z)=0.1 

带 余 除法 中 g(z) 必 须 不 为 零 ,但 g(z) | 几 z) 中 gg(z) 可 以 为 零 . 这 时 xz)=g(z)N(z)= 
0…./(x)= 0. 

当 &g(x) | Kxz) 时 ,如 &g(x*) 和 关 0,g(z) 除 所 z) 所 得 的 商 9%(*) 有 时 也 用 

人 | 
&(z) 

来 表示 . 

由 定义 还 可 看 出 , 任 一 个 多 项 式 fx) 一 定 整除 它 自身 , 即 FKx) |.AKx) ,因为 /(x)= 
1 有 凡 x) ; 任 一 个 多 项 式 . Kx) 都 整除 零 多 项 式 0, 因 为 0=0. /xz); 零 次 多 项 式 , 也 就 是 
非 零 常 数 ,能 整除 任 一 个 多 项 式 , 因 为 当 a 关 0 时 ,Kxz)=a(a xz)). 

下 面 介绍 整除 性 的 几 个 常用 的 性 质 : 

1. 如 果 7xz) |g(xz) ,gs(x) | Kxz) ,那么 Kx)=cg(z) ,其 中 为 非 零 常 数 . 

事实 上 ,由 几 x) |g(*) 有 &(xz)= 思 (xz)Az) ,由 8(x) | xz) 有 xz)=A(xz)gS(x). 
于 是 

有 岂 x)= 太 (CE)A(Cz)7Cx)， 
如 果 妃 xz) 为 零 ,那么 g(x) 也 为 零 ,结论 显然 成 立 . 如 果 Ax) 关 0, 那 么 消去 败 x) 就 有 
(xz)j (xzJ= |， 
从 而 5( 和 (xz))+o(Cha(z))=0. 由 此 即 得 
ao(A(xz))=a(1(x))= 0. 

这 就 是 说 凡 2(xz) 是 一 非 零 常 数 . 

2. 如 果 xz) |g(z),g(Cxz) |ACz) ,那么 Kx) |Az) (整除 的 传递 性 ). 显 然 , 由 

g(xz)=BICz) 太 xs) Hz)= 有 (2)E(CX)， 
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即 得 
hx)=(ACx)s(Cz))Az) 1 
3. 如 果 .Axz) |&g(xz),=1,2,…r, 那 么 
xz) | (u(z)gI(Cz)+ua(z)Sga(z)+…+u(Z)SE(XZ) )， 
其 中 wu(xz) 是 数 域 P 上 任意 的 多 项 式 . 
由 &i(z)=Aiz)Axz)=1,2……r, 即 得 
LI(X)EI(CEY)+Ua(X)E2(CX) 二 + 人 YE)S 人 z) 
人 人才 丙 作 力 计 了 开化 力 卫 王 信访 让利 人 坟 珊 全 为 胸 及 作为 2 
通常 ,Wi(x)&(Cz)+ua(xz)g(xz)+…+u(xt)Ss(x) 称 为 多 项 式 gz)，8a(z)，…， 
sxz) 的 一 个 组 合 . 
由 以 上 的 性 质 可 以 看 出 ,多 项 式 九 xz) 与 它 的 任 一 个 非 零 常数 倍 ef(x) (ec 关 0) 有 相 
同 的 因 式 ,也 有 相同 的 倍 式 . 因 之 ,在 多 项 式 整除 性 的 讨论 中 ,fxz) 常 常 可 以 用 cf(xz) 来 
代替 ， 
最 后 我 们 指出 ,两 个 多 项 式 之 间 的 整除 关系 不 因为 系数 域 的 扩大 而 改变 .也 就 是 
说 ,如 果 .AKxz),g(x*) 是 P[x] 中 两 个 多 项 式 , 忆 是 包含 己 的 一 个 较 大 的 数 域 . 当 然 ,fxz) ， 
g(xz) 也 可 以 看 成 是 P[Lx] 中 的 多 项 式 . 从 带 余 除法 可 以 看 出 ,不 论 把 Axz),g(x*) 看 成 是 
P[x] 中 或 者 是 P[x] 中 的 多 项 式 ， 用 g(x) 去 除 /Kx) 所 得 的 商 式 及 余 式 都 是 一 样 的 . 因 
此 ,如 果 在 P[x] 中 g(x) 不 能 整除 几 z) ,那么 在 P[xz] 中 ,g(xz) 也 不 能 整除 所 zx). 
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如 果 多 项 式 (zx) 既 是 九 x) 的 因 式 ， 又 是 g(x) 的 因 式 ， 那 么 P(xz) 就 称 为 所 xz) 与 
gs(xz) 的 一 个 公 因 式 .在 公 因 式 中 占有 特殊 重要 地 位 的 是 最 大 公 因 式 . 


例如 ,对 于 任意 多 项 式 刀 xz) ,人 xz) 就 是 疙 zx) 与 0 的 一 个 最 大 公 因 式 . 特 别 地 ,根据 
定义 ,两 个 零 多 项 式 的 最 大 公 因 式 就 是 0. 

在 有 了 以 上 的 定义 之 后 ,我 们 首先 要 解决 的 是 最 大 公 因 式 的 存在 问题 ,以 下 的 证 
明 也 给 出 了 一 个 具体 求法 . 

最 大 公 因 式 的 存在 性 的 证 明 主 要 根据 带 余 除法 ,关于 带 余 除法 我 们 指出 以 下 
事实 : 

引 理 ”如果 有 等 式 

Jz)=9g(%)84x)+rCxz) (1) 

成 立 ,那么 凡 xz) ,sg(xz) 和 8&(*),r(xz) 有 相同 的 公 因 式 . 

证 明 如 果 w(xz) |g(xz),2(z) |r(z)， 那 么 由 (1) ，w(x*) | /xz). 这 就 是 说 ,g(x)， 
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r(x) 的 公 因 式 全 是 所 xz) ,g(*) 的 公 因 式 . 反 过 来 ,如 果 p(z) |FCxz),p(z) |g(xz) ,那么 
2(xz) 一 定 整除 它们 的 组 合 
r(x)=. 几 xz)-qCx)5(x). 
这 就 是 说 ，p(*) 是 gz*)，r(xz) 的 公 因 式 .由 此 可 见 , 如 果 g(x) ,r(xz) 有 一 个 最 大 公 因 
式 dx) ,那么 d(xz) 也 就 是 及 z) ,g(xz) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 
定理 2 对 于 PLx] 中 任意 两 个 多 项 式 败 x) ,g(x) ,在 PLx] 中 存在 一 个 最 大 公 因 


划 ) 褒 0 


式 dx), 且 dx) 可 以 表 成 所 *) ,gx) 的 一 个 组 合 , 即 有 PLz] 中 多 项 式 wx) ,zxz) 使 
d(z)=2(x)Fz)+O(x)S5(Cx)， (2 
证 明 如 果 帮 xz),g(x) 有 一 个 为 零 ,譬如 说 ,g(x)=0, 那 么 Kx) 就 是 一 个 最 大 公 因 
式 , 且 
汽 细 ET1。 帮 xs)7+L 0 
下 面 来 看 一 般 的 情形 .无 妨 设 g(x*) 关 0. 按 带 余 除法 ,用 g(x) 除 人 x) ,得 到 商 g,(x)， 
余 式 m(z) ;如果 站 xz) 关 0, 就 再 用 m(xz) 除 5g(*) ,得 到 商 qi(xz), 余 式 靖 (*); 又 如 果 
rm(xz) 夫 0, 就 胜 (xz) 除 mx*) ,得 出 商 9(xz) , 余 式 六 (*) ;如 此 饶 转 相 除 下 去 ,显然 ,所 得 
余 式 的 次 数 不 断 降低 , 即 
人间 ( 汉 ) 7 六 六 古 (区 四 7) 芝 9(C7F 生 ) 六 
因此 在 有 限 次 之 后 ,必然 有 余 式 为 零 .于 是 我 们 有 一 串 等 式 
xD) 三 2I 人 (ZX)E(X) 十 六 (2) ， 
训 (3) 三 92(2)7T) 十 总 (%)， 


Fi-z( 苑 ) 三 9iY7)Fi-I(G 和 ) 十 Fi(X) 


7 三 和 -人 区 方 ri- 和) 十 矶 - 谍 生 》 
ri(x) =QC2z)rm-iCz) +m(z)， 
交 三 :9 人 DT 27 二 9。 
nm(x) 与 0 的 最 大 公 因 式 是 rm(x). 根据 前 面 的 说 明 ，m(x) 也 就 是 mm(xz) 与 rz) 的 一 
个 最 大 公 因 式 ;同样 的 理由 ,逐步 推 上 去 ,r(*) 就 是 几 xz) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 
由 上 面 的 倒数 第 二 个 等 式 ,我 们 有 
全 人 力 昌 页 作 访 5 于 全 才 大 
再 由 倒数 第 三 式 ,r (xz)=r-i(xz)-q， (xz)ra(x), 代 人 上 式 可 消去 "~-,(x) ,得 到 
站 (5)=《(1+9,()g 人 (X) )r az(%) 一 0,(Y)7 as(5) 
后 根据 同样 的 方法 用 它 上 面 的 等 式 逐 个 地 消去 r-:(x) ,，…,ri(xz) ,再 并 项 就 得 到 
PC5)=UCX)Ax)+UCX)SCY) ， 
这 就 是 定理 中 的 (2) 式 . 
由 最 大 公 因 式 的 定义 不 难看 出 ,如 果 d(x) ,d(x) 是 Fx) 与 g(*) 的 两 个 最 大 公 因 
式 , 那 么 一 定 有 di(xz) | da(x) 与 (xz) | dz) ,也 就 是 人 x)=ed(x),c 夫 0. 这 就 是 说 ， 
两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 在 可 以 相差 一 个 非 零 常 数 倍 的 意义 下 是 唯一 确定 的 . 我 们 知 
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道 ,两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 的 最 大 公 因 式 总 是 一 个 非 零 多 项 式 .在 这 个 情形 ,我 们 约 
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定 , 用 
(Cs) ,SCz) ) 


来 表示 首 项 系数 是 1 的 那个 最 大 公 因 式 . 
定理 证 明 中 用 来 求 最 大 公 因 式 的 方法 通常 称 为 驾 转 相 除法 . 


例 设 
xz)=x +3xz-r-4r-3，g(xz)=3z +10xr +2x-3， 


求 (Kxz) ,g(x) ) ,并 求 x(x),z(xz) 使 
CRz) BCZ) )= ED) Z)+UCX)E(Z)， 


思 转 相 除法 可 按 下 面 的 格式 来 做 : 
gx) 兵 殉 。 
人 三 4 < 有 甩 1 1 
42(2) 3xz+108 +27 一 3 有 人 本 了 = 一 二 一 一 
+9 |3x2+1Sx2+18 人 “二 一 和 人 
ER 必 吕 4 = 一 一 光 = 
3 3 有 “有 =qi(z) 
2 
= 人 
-5x2-25x-30 
六 (2)= 9x+27 -六 
81 81 


用 等 式 写 出 来 ,就 是 
| 1 亲 2 10 
Ka)=| 了 -| (| 一 0 
和 和 .人 10 
g (xx)= | -9 | 击 ( 9X+27) ， 
本 3 二 “- 洒 | (9x+27 ) . 
9 品 ， 霹 81 81 
因此 
CRxz) ,8(Cz) )= x+3. 
而 
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-ee -3 本 s(a)| 


-{ 字 -As[-(- 引 [ 本 >- 引 ]se o) 


= Ai 人 -5 + gx)， 


3 要 
于 是 , 令 wz)= Xi0(4)= 一 5 +54, 就 有 


CKxz) gz))=UwCz)Az)+OCE)S(CE). 
定义 7 P[x] 中 两 个 多 项 式 /(z) ,g(z) 称 为 互 素 ( 也 称 互 质 ) 的 ,如 果 (F(x)， 
SECx))= 工 
显然 ,如果 两 个 多 项 式 互 素 ,那么 它们 除去 零 次 多 项 式 外 没有 其 他 的 公 因 式 , 反 之 
定理 3 _P[x] 中 两 个 多 项 式 /xz) ,5(x) 互 素 的 充分 必要 条 件 是 有 P[x] 中 的 多 项 
式 x(z),z(z) 使 
&Cx)7 xD)+OCZ)EC)= 1， 
证 明 必要 性 是 定理 2 的 直接 推论 . 
现在 设 有 V(xz) ,2(x) 使 
L&(xX)7Cx)+I(Z)E(COX)= 工 ， 
而 wp(x) 是 所 xz) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 .于 是 e(x*) | (xz),e(z) |g(xz) ,从 而 p(z) | 1， 
即 疙 x),s(Cxz) 互 素 . 
由 此 可 以 证 明 
定理 4 如 果 (/(z),g(z))=1, 且 态 z) |g(xz)Az) ,那么 
天 和 | 下 ( 汪 ) 
证 明 由 (Js*),gsCx))=1 可 知 ,有 2&Cxz) ,2Cx) 使 
&(Cx)FCxz)A+OCX)ECE)= 1. 
等 式 两 边 乘 A(x) ,得 
不 (人 序 六 大 交 ) 在 (无 ) 上 VC) 区 ( 兄 ) 和 ) 三 大 (w) ， 
因为 扩 z) |g(xz)A(xz) ,所 以 败 z) 整 除 等 式 左 端 ,从 而 
JCxz) |ACxz). 
推论 如 果 A(xz) 1g(z),PGz) |1g(z), 且 (NGxz),AGxz))= 1 那么 
而 (二 ) 后 ( 动 ‖ 本 (二 ). 
证 明 由 记 (x) |g(x) 有 
人 低 为 二 和 息 作为 让 简称 福 届 
因为 .PCz) |Az)ACz), 且 (CAGz) APGxz))= 1 所 以 根据 定理 4, 有 .PCxz) |A(x) , 即 
PCx)= 户 (xz)ACxz) ， 
代入 上 式 即 得 
&(z)= 扩 (z) 记 (z) 有 (xz)， 
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JiCxz)PCxz) gx) 
在 上 面 ,最 大 公 因 式 与 互 素 的 概念 ,都 是 对 两 个 多 项 式 定义 的 .事实 上 ,对 于 任意 
多 个 多 项 式 由 (z) ,APGz),…,ACx) (sz=2) 也 同样 可 以 定义 最 大 公 因 式 . 4(xz) 称 为 
JICz) xz)， -VC e 撮 二 人 最 大 全， 如 果 dz) 有 具有 下 面 的 性 质 : 
1) dl(Cxr) | 沪 六 二 三 :人 2 
2) 如 果 w(z) 1 ep(xz) | dx). 
我 们 仍 用 符号 (A(xz) ,PCxz) ,KGxz)) 来 表示 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 . 不 难 证 
明 , 太 (xz) zs) sz) 的 最 大 公 因 式 存在 ,而 且 当 万 (2) ,万 () 天 (xz) 全 不 为 
CR 
就 是 /xz) ,PCxz) ,xz) 的 最 大 公 因 式 , 即 
(的 (人 三) 
同样 ,利用 以 上 这 个 关系 可 以 证 明 ,存在 多 项 式 wu(xz) ,i=1,2,…,s, 使 
权 (27 CE) +UzK5)PCz) + e+)Cz)= xz) PCz) 过 (#)). 
如 果 (CAGx) ,PPGxr) ,Kxz))= 工 那么 1Oxz),Pz) mACz) 就 称 为 互 素 的 .同样 ， 
有 类 似 于 定理 3 的 结论 . 
这 些 证 明 全 留 给 读者 完成 ( 见 本 章 末 补充 题 4). 
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在 这 一 节 ,我 们 讨论 多 项 式 的 因 式 分 解 .在 中 学 所 学 代数 里 我 们 学 过 一 些 具 体 方 
法 ,把 一 个 多 项 式 分 解 为 不 能 再 分 的 因 式 的 乘积 .但 那里 并 没有 深入 地 讨论 这 个 问题 . 
那里 所 谓 不 能 再 分 ,常常 只 是 我 们 自己 看 不 出 怎样 再 分 下 去 的 意思 ,并 没有 严格 地 论 
证 它们 确实 不 可 再 分 .所 谓 不 能 再 分 的 概念 ,其实 不 是 绝对 的 ,而 是 相对 于 系数 所 在 的 
数 域 而 言 的 .例如 ,在 有 理 数 域 上 ,把 * -4 分 解 为 

和 一 4= (和 2 一 2)(2+2) 
的 形式 就 不 能 再 分 了 .但 在 数 域 Q(V2 ) (参看 本 章 $1) 上 ,或 更 扩大 一 些 , 在 实数 域 上 ， 
就 可 以 进一步 分 解 成 
xi -4=(x-V2)(xz+V2)(xz2+2)， 
而 在 复数 域 上 ,还 可 以 更 进一步 分 解 成 
xi-4=(x-V2)(xr+V2)(xz-V2i)(x+V2i). 

由 此 可 见 , 必 须 明 确 系数 域 后 ,所 谓 不 能 再 分 才 有 确切 的 含义 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,仍然 选 定 一 个 数 域 P 作为 系数 域 , 我 们 考虑 数 域 P 上 的 多 项 式 
环 PLx*] 中 多 项 式 的 因 式 分 解 . 

定义 8 数 域 六 ee 咏 ( ee 书 上 的 不 可 约 多 项 式 , 如 果 它 不 


0 
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按照 定义 ,一 次 多 项 式 总 是 不 可 约 多 项 式 . 

正如 上 面 指 出 的 ,*"+2 是 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 , 但 是 它 在 复数 域 上 可 以 分 解 
成 两 个 一 次 多 项 式 的 乘积 ,因而 不 是 不 可 约 的 .这 就 说 明了 ,一 个 多 项 式 是 否 不 可 约 是 
傅 吉 于 系数 域 的 

显然 ,不 可 约 多 项 式 PC(x) 的 因 式 只 有 非 零 常数 与 它 自身 的 非 零 常数 倍 op(x*) (ec 关 
0) 这 两 种 ,此 外 就 没有 了 . 反 过 来 ,具有 这 个 性 质 的 次 数 >=1 的 多 项 式 一 定 是 不 可 约 的 . 
本 可 知 , 不 可 区 多 枯 下 Pa) 与 全 一 多 草 式 人 之 间 办 可 能 有 丙种 关系 ,长 考 
p(z) |7(x) 或 者 (p(z) J(z) )= 工事 实 上 ,如 果 (P(z) ,xz))= d(z) ,那么 d(x) 或 者 是 
1 或 者 是 og(xz)(c 关 0). 当 dxz)=cp(xz) 时 ,就 有 PCz) | 7x). 

不 可 约 多 项 式 有 下 述 的 重要 性 质 ， 

定理 5 如 果 P(z) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 ,那么 对 于 任意 的 两 个 多 项 式 Js)， 
g(x) ,由 PCz) | xz)g(z) 一 定 推出 PCxz) | (xz) 或 者 PCx) | 85(z)。 

证 明 如 果 Px) | Kxz) ,那么 结论 已 经 成 立 . 

如 果 P(xz)+ Kxz) ,那么 由 以 上 说 明 可 知 

(到 (二 ) ,大 2)J= 1， 

于 是 由 定理 4 即 得 PCx*) |g(xz). 1 

利用 数学 归纳 法 ,这 个 定理 可 以 推广 为 :如 果 不 可 约 多 项 式 px) 整除 一 些 多 项 式 
Jia (asF(z) 的 乘积 F(z)F(z)…(z) ,那么 P(z) 一 定 整除 这 些 多 项 式 之 中 
的 一 个 : 

下 面 来 证 明 这 一 一 章 的 主要 定理 . 


因 式 分 解 及 唯一 Se 人 ea 一 地 


信人 


Fo 


We sa 
那么 必 有 =4, 并 且 适 当 排 列 因 式 的 次 序 后 有 
四 和) 125 
其 中 Ki= 1.2, 是 一 齿 非 夫 兴 数 
证 明 先 证 分 解 式 的 存在 .我 们 对 人 九 x) 的 次 数 作 数 学 归纳 法 . 
因为 一 次 多 项 式 都 是 不 可 约 的 ,所 以 =1 时 结论 成 立 ， 
设 gCHxz) )= ,并 设 结论 对 于 次 数 低 于 冯 的 多 项 式 已 经 成 立 . 
如 果 . 几 xz) 是 不 可 约 多 项 式 ,结论 是 显然 的 ,无 妨 设 岂 zx) 不 是 不 可 约 的 , 即 有 
所 = 有 (xz) 户 (xD) 
其 路 (z) ,A(xz) 的 次 数 都 低 于 屎 由 归纳 假设 用 (*) 和 AGOxz) 都 可 以 分 解 成 数 域 P 上 一 
些 不 可 约 多 项 式 的 乘积 .把 Ax*) , 户 (xz) 的 分 解 式 合 起 来 就 得 到 .ALx) 的 一 个 分 解 式 . 
由 归纳 法 原理 ,结论 普遍 成 立 . 
再 证 唯一 性 . 设 ./x) 可 以 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 
人 人才 风化 坝 屿 0 玉 全 为 
如 果 几 xzx) 还 有 另 一 个 分 解 式 
所 和) = 侗 (0)9 直 和 殖 ) 9 人 区 ) ， 
其 中 wi(xz)(=1,2,…,6 都 是 不 可 约 多 项 式 , 于 是 
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xz)=PiCr)pCxz)…p(z)=qIOz)ICx) 9 ). (1) 
我 们 对 作 归 纳 法 . 当 *=1, 几 sx) 是 不 可 约 多 项 式 ,由 定义 必 有 


3 二 步 二 |] ， 


且 
所 x%)=Pi(X)= 9 人 (2X)。 
现在 设 不 可 约 因 式 的 个 数 为 s-1 时 唯一 性 已 证 ， 
由 (1) ,Pi(xz) |o(xz)o(xz)…do(xz) ,因此 ,六 (x) 必 能 除 尽 其 中 的 一 个 ,无 妨 设 
Ke) | 82 
因为 q,(x) 也 是 不 可 约 多 项 式 , 所 以 有 
Pi(%)= cgiCX)， (2) 


在 (1) 式 两 边 消 去 44z) ,就 有 
Pa(x)…P(r)=clga(z)…9(z). 


由 归纳 假设 ,有 
s=1=t=1， 戎 s= 为 《3)》 
并 且 适 当 排 列 次 序 之 后 有 
冲 (zs 264 二 。 即 万 (2= aagika， 
商人 而 人。 生 汪 o 公 (4) 


(2) ,(3) ,(4) 合 起 来 即 为 所 要 证 的 .这 就 证 明了 分 解 的 唯一 性 .‖ 

应 该 指出 , 因 式 分 解 定理 虽然 在 理论 上 有 其 基本 重要 性 ,但 是 它 并 没有 给 出 一 
具体 的 分 解 多 项 式 的 方法 .实际 上 ,对 于 一 的 全 放 ,和 滞 可 和 明和 蝴 获 机 动力 愉 
不 存在 的 ， 

在 多 项 式 几 x) 的 分 解 式 中 ,可 以 把 每 一 个 不 可 约 因 式 的 首 项 系数 提出 来 ,使 它们 
成 为 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 再 把 相同 的 不 可 约 因 式 合并 .于 是 几 xz) 的 分 解 式 成 为 

所 4)= cp (JPERCXZ) PCXZ)， 
其 中 是 拟 x) 的 首 项 系数 ,mi(z) ,PCxz) ,及 (xx) 是 不 同 的 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 
项 式 ,而 mr 是 正 整 数 . 这 种 分 解 式 称 为 标准 分 解 式 . 

如 果 已 经 么 有 了 两 个 多 项 起 的 标准 分 解 式 ， 我 们 就 可 以 直接 写 出 两 个 多 项 式 的 最 大 
公 因 式 .多 项 式 扎 zx) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 dCx) 就 是 那些 同时 在 九 *) 与 gz) 的 标准 分 
解 式 中 出 现 的 不 可 约 多 项 式 方 寡 的 乘积 ,所 带 的 方才 的 指数 等 于 它 在 /xz) 与 gx) 中 
所 带 的 方 寡 中 的 较 小 的 一 个 . 

由 以 上 讨论 可 以 看 出 , 带 余 除 法 是 一 元 多 项 式 因 式 分 解 理论 的 基础 .我 们 知道 
数 也 有 带 余 除法 , 即 

对 于 任意 整数 o,0(4z0) ,都 存在 唯一 的 整数 9r, 便 
其 中 0<r< 12 |. 

整数 的 因 式 分 解 理论 能 够 类 似 地 得 出 ,读者 可 以 参考 附录 二 进行 自学 . 
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86 重 因 式 


定义 9 不 可 约 多 项 式 P(x) 称 为 多 项 式 几 x) 的 上 重 因 式 , 如 果 亚 (zx) | /sx) ,而 
P”() 首 成 元)， 
如 果 8=0, 那 么 P(x) 根 本 不 是 几 x) 的 因 式 ;如 果 A=1 ,那么 p(x) 称 为 几 xz) 的 单 因 
式 ; 如 果 4>1, 那 么 P(r) 称 为 几 x) 的 重 因 式 . 
显然 ,如 果 帮 zx) 的 标准 分 解 式 为 
所 史 ) = PT 瑟 ) 有 2 和) … 汕 2( 天 ) ， 
那么 站 (xz) ,请 Cr) ,PCxz) 分 别 是 岂 z) 的 m 重 ,mr 重 ,…,r 重 因 式 .指数 关 =1 的 那些 
不 可 约 因 式 是 单 因 式 ,指数 =~>1 的 那些 不 可 约 因 式 是 重 因 式 . 
因为 没有 一 般 的 方法 来 求 一 个 多 项 式 的 标准 分 解 式 ,判别 有 没有 重 因 式 的 问题 就 
需要 用 另外 的 方法 解决 . 
设 有 多 项 式 
xz)= amATQ Ye 二 GE 
我 们 规定 它 的 微 商 (也 称 导 数 ) 是 
广 (z)=anaxr +a (nn-T)x + +ai- 
这 种 规定 自然 是 来 源 于 数学 分 析 ,但 是 在 目前 的 情况 下 ,我 们 只 把 它 当 作 是 一 个 形式 
的 定义 .通过 直接 的 验证 ,可 以 得 出 关于 多 项 式微 商 的 基本 公式 : 
《大 元 JE 三 三 (和 )EO (YX) ， 
(cx) ) =cf xz) ， 
Cs)S8Gz)) = 广 (z)g(Cxz)HFS)S (xz)， 
(了 (zy 《xx 
同样 可 以 定义 高 阶 微 商 的 概念 . 征 商 万 (x) 称 为 /xz) 的 一 阶 微 商 , 广 (x) 的 微 商 
(xz) 称 为 Kx) 的 二 阶 微 商 ,等 等 . 几 x) 的 大 阶 征 商 记 为 请 (zx). 
一 个 nil) 次 多 项 式 的 微 商 是 一 个 i=-1 次 多 项 式 , 它 的 二 阶 微 商 是 一 个 常数 ， 
它 的 n+1l 阶 微 商 等 于 零 . 
定理 6 如 果 不 可 约 多 项 式 P(x) 是 败 z) 的 大 重 因 式 (FE>=1) ,那么 它 是 微 商 六 (xz) 
的 4-1 重 因 式 . 
证 明 由 假设 ,NKz) 可 以 分 解 为 
JUz)= 广 (xz)g(xz)， 
其 中 5x) 不 能 整除 g(x). 因 此 
(xz)=P (xz)(H(Cz)P CE)+D(r)S COz) )， 
这 说 明 柱 (xz) | (xz). 如 果 令 
hx)=AeCr)P TY)+PCX)S8 (CD). 
那么 P(x) 整 除 等 式 右 端的 第 二 项 ,但 不 能 整除 第 一 项 ,因此 p(x) 不 能 整除 上 (x) ,从 而 
广 (x) 不 能 整除 广 (*). 这 说 明 P(*) 是 六 (xz) 的 三 1 重 因 式 . 1 
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推论 1 如 果 不 可 约 多 项 式 P(x) 是 败 x) 的 大 重 因 式 (>=1) ,那么 PCxz) 是 所 x)， 


人 


1(D 7 Ca 的 因 式 ,但 不 是 /tx) 的 因 趟 . 


证 明 根据 定理 6, 对 上 作 数 学 归纳 法 即 得 .1 
推论 2 不 可 约 多 项 式 P(z) 是 几 x) 的 重 因 式 的 充分 必要 条 件 为 PCz) 是 所 xz) 与 


和 


J xz) 的 公 因 式 . 


证 明 态 x) 的 重 因 式 必 定 是 广 (z) 的 因 式 . 反 过 来 ,如 果 扩 zx) 的 不 可 约 因 式 也 是 


六 xz) 的 因 式 , 它 必定 不 是 所 x) 的 单 因 式 . 


推论 3 多项式/(x) 没有 重 因 式 的 充分 必要 条 件 是 7Ls) 与 /'(s) 互 素 . | 
这 个 推论 表明 ,判别 一 个 多 项 式 有 没有 重 因 式 , 可 以 通过 代数 运算 一 一 轨 转 相 除 
法 来 解决 ,这 个 方法 甚至 是 机 械 的 ， 
有 些 时 候 , 特 别 是 在 讨论 与 解 方程 有 关 的 问题 时 ,我 们 常常 希望 所 考虑 的 多 项 式 
没有 重 因 式 .为 此 ,以 下 的 结果 是 有 用 的 . 
设 几 x) 具 有 标准 分 解 式 
汽 %) 三 印 全 区) 历 归 (和 ) 万"( 交 )， 
根据 定理 6,Ax) 与 广 es 
让 友人 1 天 攻 《5 六 
于 捉 
Cxz) (xz)) 
这 是 一 个 没有 重 因 式 的 多 项 式 ,但 是 它 与 扩 z) 具 有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 .因此 ,这 是 
一 个 去 掉 因 式 重 数 的 有 效 办 法 


=cPi(xz)Pa(x)…P,(Y)， 
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直到 现在 为 止 ,我 们 始终 是 纯 形 式 地 讨论 多 项 式 , 也 就 是 把 多 项 式 看 作 形 式 的 表 
达 式 .在 这 一 节 , 我 们 将 从 另 一 个 观点 , 即 函 数 的 观点 来 考察 多 项 式 . 
设 
Jr)= air +Q YX 十 二 QI 十 Qn 和 移 
是 PLxj 中 的 多 项 式 ,a 是 忆 中 的 数 ,在 (1) 中 用 a 代 * 所 得 的 数 
QQ +a iQ 二 QIQTan 
称 为 人 xz) 当 *=a 时 的 值 , 记 为 几 a). 这 样 一 来 ,多 项 式 .Ax) 就 定义 了 一 个 数 域 P 上 的 
国 数 .可 以 由 一 个 多 项 式 来 定义 的 函数 称 为 数 域 P 上 的 多 项 式 函 数 . 当 己 是 实数 域 时 ， 
这 就 是 数学 分 析 中 所 讨论 的 多 项 式 函 数 . 
因为 * 在 与 数 域 忆 中 的 数 进 行 运算 时 适合 与 数 的 运算 相同 的 运算 规律 ,所 以 不 难 
看 出 ,如果 
i(X)= 有 六 xX)+&ECX) ， NA)=Axz)gCZ)， 
那么 
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Ai(a)= 帮 a)+eg(a)，ha(a)= 几 oa)s(a)， 
利用 带 余 除法 ,我 们 得 到 下 面 常 用 的 定理 : 
Se 用 一 次 多 项 式 *-a 去 除 多 项 式 拨 z) ,所 得 的 余 式 是 一 个 常 


区 


SF 


证 明 用 x*-a 去 除 所 *)， 设 商 为 4(xz) , 余 式 为 一 常数 c, 于 是 
xz)= (xz-a)9g(xz)+c. 
以 w“ 代 x, 得 
Ha)=c. | 
如 果 Axz) 在 zx=a 时 函数 值 凡 ae)=0, 那 么 ae 就 称 为 所 xz) 的 一 个 根 或 零点 . 
由 余数 定理 我 们 得 到 根 与 一 次 因 式 的 关系 : 
推论 % 是 几 z) 的 根 的 充分 必要 条 件 是 (x*-a) | 几 z). 1 
由 这 个 关系 ,我 们 可 以 定义 重 根 的 概念 .a 称 为 几 x) 的 大 重 根 ,如 果 x-a 是 拨 x) 的 
大 重 因 式 . 当 上 = 1 时 ,a 称 为 单 根 ; 当 上 >1 时 ,a 称 为 重 根 . 
定理 8 P[x] 中 靖 次 多 项 式 (=0) 在 数 域 P 中 的 根 不 可 能 多 于 个 , 重 根 按 重 数 
计算 
证 明 对 零 次 多 项 式 定理 显然 成 立 . 
设 几 zx) 是 一 个 次 数 >0 的 多 项 式 .把 几 xz) 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 .由 上 面 的 推 
论 与 根 的 重 数 的 定义 ,显然 Xx) 在 数 域 P 中 根 的 个 数 等 于 分 解 式 中 一 次 因 式 的 个 数 ， 
这 个 数目 当然 不 超过 屎 】 
在 上 面 我 们 看 到 ,每 个 多 项 式 函 数 都 可 以 由 一 个 多 项 式 来 定义 .不 同 的 多 项 式 会 
不 会 定义 出 相同 的 函数 呢 ? 这 就 是 问 ,是 否 可 能 有 
有 二) 天 SC2)， 
而 对 于 忆 中 所 有 的 数 “都 有 
几 a)=g(Ca)7? 
由 定理 8 不 难 对 这 个 问题 给 出 一 个 否定 的 回答 . 
定理 9 有 ) ,gxz) 的 次 数 都 不 超过 ,而 它们 对 2+1 个 不 同 的 数 w,， 


是 


那么 Kxz)= g(z)。 

证 明 由 定理 的 条 件 , 有 

扰 区 一 有 (本 这 自主 灿 2 元 Fl 

这 就 是 说 ,多 项 式 岂 xz)-8(z) 有 n+l 个 不 同 的 根 .如 果 xz)-g(xz) 天 0, 那 么 它 就 是 一 个 
次 数 不 超 过 的 多 项 式 , 由 定理 8, 它 不 可 能 有 n+1 个 根 . 因 此 ,xz)=sg(xz). 1 

因为 数 域 忆 中 有 无 穷 多 个 数 ,所 以 定理 9 说 明了 ,不 同 的 多 项 式 定 义 的 国 数 也 不 
相同 .如 果 两 个 多 项 式 定 义 相同 的 函数 ,就 称 为 恒 等 , 上 面 的 结论 表明 ,多 项 式 的 恒 等 
与 多 项 式 相 等 实际 上 是 一 致 的 . 换 句 话说 , 数 域 上 的 多 项 式 既 可 以 作为 形式 表达 式 来 
处 理 , 也 可 以 作为 函数 来 处 理 . 但 是 应 该 指出 ,考虑 到 今后 的 应 用 与 推广 ,把 多 项 式 看 
成 形式 表达 式 要 方便 些 . 
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8$8 复 系数 与 实 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 


以 上 我 们 讨论 了 在 一 般 数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 问 题 ,现在 来 看 一 下 在 复数 域 与 
实数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 .复数 域 与 实数 域 既 然 都 是 数 域 ,因此 前 面 所 得 的 结论 对 
它们 也 是 成 立 的 .但 是 这 两 个 数 域 又 有 它们 的 特殊 性 ,所 以 某 些 结论 就 可 以 进一步 具 
体 化 . 

对 于 复数 域 ,我 们 有 下 面 重 要 的 定理 : 

代数 基本 定理 “每 个 次 数 > 1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 城 中 有 一 要 

这 个 定理 首先 是 由 高 斯 (Gauss) 于 1797 年 首先 证 明 的 .由 于 当时 代数 学 研究 的 主 
要 对 象 为 多 项 式 理论 ,这 个 定理 是 关于 多 项 式 理论 的 非常 有 用 ,非常 基本 的 结论 ,因而 
被 命名 成 代数 基本 定理 . 它 有 多 个 证 明 ( 例 如 高 斯 就 给 出 过 四 个 证 明 ) ,都 很 复杂 ,并且 
或 多 或 少 地 用 到 数学 分 析 等 其 他 领域 的 结论 ,这 里 我 们 不 介绍 它 的 证 明 ,. 将 来 学 过 复 
变 函 数论 后 可 以 很 简单 地 证 明 ,本 书 附录 三 中 给 出 利用 数学 分 析 性 质 的 较 简捷 的 证 明 . 

利用 根 与 一 次 因 式 的 关系 (本 章 $7 定 理 7 的 推论 ) ,代数 基本 定理 显然 可 以 等 价 
地 叙述 为 

每 个 次 数 > 1 的 复 系数 多 项 式 ,在 复数 域 上 一 定 有 一个 一 次 因 趟 

由 此 可 知 ,在 复数 域 上 所 有 次 数 大 于 1 的 多 项 式 全 是 可 约 的 . 换 名 话说 ,不 可 约 多 
项 式 只 有 一 次 多 项 式 .于 是 , 因 式 分 解 定理 在 复数 域 上 可 以 叙述 成 

复 系数 多 项 式 因 式 分 解 定理 ”每 个 次 数 > 1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 域 上 都 可 以 夫 
二 地 分 解 成 -次 因 趟 的 科 积 

因此 , 复 系数 多 项 式 具 有 标准 分 解 式 

xz)= SR 人 
其 中 m ,as ,sa, 是 不 同 的 复数 届 , 坟 ,…, 必 是 正 整数 .标准 分 解 式 说 明了 每 个 呈 次 复 
系数 多 机 式 从 有 个 复 要 (重要 控 重 数 计算 ) 

下 面 来 讨论 实 系数 多 项 式 的 分 解 . 

对 于 实 系数 多 项 式 ,以 下 的 事实 是 基本 的 :如 果 “是 实 系数 多 项 式 /xz) 的 复 根 , 那 
么 a 的 共 和 数 & 也 是 几 x) 的 根 .因为 设 

Jr)=a HOT 十 二 0 
其 中 ao,ai，…o, 是 实数 .由 假设 
FaJ=aa +a ia ++ao=0. 


两 边 取 共生 数 ,有 


0=Ha)=aa"+a ia +…+ao=Fa)， 
这 就 是 说 ,Ka)= 0,a 也 是 .AKCxz) 的 根 . 
由 此 可 以 证 明 
实 系数 多 项 式 因 式 分 解 定理 ”每 个 次 数 =1 的 实 系数 多 项 式 在 实数 域 上 都 可 以 唯 


大 
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一 地 分 解 成 -次 因 趟 与 二 次 不 可 约 因 式 的 乘积 

证 明 定理 对 一 次 多 项 式 显 然 成 立 . 

假设 定理 对 次 数 <m 的 多 项 式 已 经 证 明 . 

设 败 zx) 是 叶 次 实 系数 多 项 式 . 由 代数 基本 定理 ,fx) 有 一 复 根 w. 如 果 aw 是 实数 ， 
那么 

驴 罗 = (ae 太 () ， 
其 中 几 (z) 是 mn-1 次 实 系数 多 项 式 . 如 果 a 不 是 实数 ,那么 w 也 是 .ALxz) 的 根 且 w 关 ww 
于 是 
FLx)=(x-a)(x-a) 户 (xz). 

显然 (xz-a) (x*-a)= 生 -(a+a)x+a a 是 一 实 系数 二 次 不 可 约 多 项 式 . 从 而 户 (x) 是 ”=-2 
次 实 系数 多 项 式 .由 归纳 假设 ,xz) 或 .COz) 可 以 分 解 成 一 次 与 二 次 不 可 约 多 项 式 的 乘 
职 , 因 之 所 z 也 可 以 如 此 分 解 . | 

因此 , 实 系数 多 项 式 具有 标准 分 解 式 

所 却 ) = 三 区 二 

其 中 cc Pi 019 全 是 实数 ,多 尖 是 正 整 数 ,并 且 委 +Pz+ 
ES 也 就 是 适合 条 件 记 -44,<0,i=1,2， 

代数 基本 定理 虽然 肯定 了 次 方程 有 革 个 复 根 , 但 是 并 没有 给 各 语 - 个 具体 的 
求法 .高 次 方程 求 根 的 问题 还 远 远 没有 解决 .特别 是 在 应 用 方面 ,方程 求 根 是 一 个 重要 
和 这 个 问题 是 相当 复杂 的 , 它 构 成 了 计算 数学 的 一 个 分 支 ,在 这 里 我 们 就 不 讨 

懂 了 : 
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现在 再 来 看 有 理 数 域 上 一 元 多 项 式 的 因 式 分 解 .作为 因 式 分 解 定 理 的 一 个 特殊 情 
形 , 我 们 有 ,每 个 次 数 > 1 的 有 理 系数 多 项 起 都 能 唯一 地 分 解 成 不 可 约 的 有 理 系数 多 项 
式 的 乘积 .但 是 对 于 任意 一 个 给 定 的 多 项 式 ,要 具体 地 作出 它 的 分 解 式 却 是 一 个 很 复 
杂 的 问题 ,即使 要 判别 一 个 有 理 系数 多 项 式 是 否 可 约 也 不 是 一 个 容易 解决 的 问题 ， 这 
一 点 是 有 理 数 域 与 实数 域 `. 复 数 域 不 同 的 .在 复数 域 上 只 有 一 次 多 项 式 才 是 不 可 约 的 ， 
而 在 实数 域 上 不 可 约 多 项 式 只 有 一 次 的 和 某 些 二 次 的 ,我 们 不 打算 一 般 地 来 讨论 这 些 
问题 ,在 这 一 节 我 们 主要 是 指出 有 理 系 数 多 项 式 的 两 个 重要 的 事实 .第 一 ,有 理 系数 多 项 
式 的 因 式 分 解 的 问题 ,可 以 归结 为 整 ( 数 ) 系 数 多 项 式 的 因 式 分 解 问题 ,并 进而 解决 求 
有 理 系数 多 项 式 的 有 理 根 的 问题 .第 二 ,在 有 理 系 数 多 项 式 环 中 有 任意 次 数 的 不 可 约 
多 项 式 . 

设 

xz)=QX Ta YY 十 -十 0 

是 一 有 理 系数 多 项 式 .选取 适当 的 整数 < 乘 九 x) ,总 可 以 使 of(x) 是 一 整 系数 多 项 式 .如 
果 cx) 的 各 项 系数 有 公 因 子 ,就 可 以 提出 来 ,得 到 


| 下 
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cr(xz)=dg(z)， 
也 就 是 
所 <)= 一 5Cz)， 
C 


其 中 &(Cx*) 是 整 系数 多 项 式 , 且 各 项 系数 没有 异 于 +1 的 公 因 子 .例如 ， 
4 2 
3 和 15 


表明 ,任何 一 个 非 零 的 有 理 系数 多 项 式 拟 z) 都 可 以 表示 成 一 个 有 理 数 上 与 一 个 本 原 多 
项 式 sg(x) 的 乘积 , 即 
Jr)=7meCx)， 
可 以 证 明 ,这 种 表示 法 除了 差 一 个 正 负 号 是 唯一 的 . 亦 即 ,如果 
汽 3)= 给 (= ) ， 
其 中 &g(x) ,sz) 都 是 本 原 多 项 式 ,那么 必 有 
Fr= 十 ri， gg(X)= 士 gi(%). 

因为 拟 z) 与 gz) 只 差 一 个 常数 倍 , 所 以 所 xz) 的 因 式 分 解 问题 ,可 以 归结 为 本 原 多 
项 式 sg(x) 的 因 式 分 解 问题 .下 面 我 们 进一步 指出 ,一 个 本 原 多 项 式 能 和 否 分 解 成 两 个 次 
数 较 低 的 有 理 系数 多 项 式 的 乘积 与 它 能 否 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘 
积 的 问题 是 一 致 的 .作为 准备 ,我 们 先 证 

定理 10{ 高 斯 引 理 ) 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 还 是 本 原 多 项 式 . 

证 明 设 

所 天 )= @@ 克 十 区 天” 
是 两 个 本 原 多 项 式 ,而 
户 (xx)= xz)gCx)=d x+ We+d 

是 它们 的 乘积 .我 们 用 反 证 法 .如 果 A(x) 不 是 本 原 的 ,也 就 是 说 ,A(xz) 的 系数 dsn， 
dnsao 有 一 异 于 +1 的 公 因子 ,那么 就 有 一 个 素数 p 下 能 整除 k(x) 的 每 一 个 系数 . 
因为 九 x) 是 本 原 的 ,所 以 刁 不 能 同时 整除 败 z) 的 每 一 个 系数 . 令 w 是 第 一 个 不 能 被 
整除 的 系数 , 即 


+…+Go， EX) 二 2 十 入 1 厚 ”二 


间 | es 5 克 |mi 克 和 ar 
同样 地 ,g&(x*) 也 是 本 原 的 , 令 沪 是 第 一 个 不 能 被 P 整除 的 系数 , 即 
过 | 而。 站 际 
我 们 来 看 (xz) 的 系数 dv ,由 乘积 定义 
本 河 三 @i 直 Get 区 证 @Eisg 有 二 s 二 GT 下 人 5 思 吉 中环 
由 上 面 的 假设 ,整除 等 式 左 端的 Lv 办? 整除 在 端 @ 访 以 外 的 每 一 项 ,但 是 不 能 
整除 oj 六 这 是 不 可 能 的 .这 就 证 明了 ,A(x) 一 定 也 是 本 原 多 项 式 .| 
由 此 我 们 来 证 明 


CD 有 些 教 材 中 素数 也 叫做 质数 ， 
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定理 11 ne 的 有 理 系数 多 项 


种 ， 辣 “信和 司 可 1 人 人生 


式 的 乘积 ,那么 它 一 定 能 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 
证 明 0 
所 zx)=E ECX) ， 
其 中 g(xz),A(xz) 是 有 理 系数 多 项 式 , 且 
gg(xz))<oCz))，9(Chn(x))<o(CAxz))， 
令 
xz)=ahnxz)，&E(Cx)=mEI(z)，ACx)=SCx)， 
这 里 .APGx) ,gxz) xz) 都 是 本 原 多 项 式 ,a 是 整数 ,r,s 是 有 理 数 .于 是 
ap(z)= rsgi(XY)A(Cxz). 
由 定理 10,g(x)Ai(xz) 是 本 原 多 项 式 , 从 而 
M 三 十 ， 
这 就 是 说 ,mx 是 一 整数 .因此 ,我 们 有 
Jr)= (rs8I(X) ) 妈 (无 ) . 
这 里 rssgi(z) 与 A(xz) 都 是 整 系数 多 项 式 , 且 次 数 都 低 于 /xz) 的 次 数 . 
由 定理 的 证 明 容 易 得 出 
讼 用) ,8g(xz) 是 整 系数 多 项 式 , 且 g(z) 是 本 原 的 .如 果 岂 xz)=g(z)ACz) ,其 


人 


十 明 贸 给 恋 者 自己 完成 上 
这 个 推论 提供 了 一 个 求 整 系数 多 项 式 的 全 部 有 理 根 的 方法 
定理 12 设 


4 -1 
JE)=aX +a IE 十 十 Go 


是 一 个 整 系数 多 项 式 ,而 一 一 是 它 的 一 个 有 理 根 ， 其 中 ms* 互 素 ,那么 必 有 。| asr| an. 特 


人 


证 明 的 一 个 有 理 根 .因此 在 有 理 数 域 上 


[中 


(Cs 站 x5 
因为 r,s 互 素 ,所 以 sx-r 是 一 个 本 原 多 项 式 .根据 上 述 推论 ， 
大吉 )= (sr) (0 ”++50) ， 
式 中 岂 , ,bo 都 是 整数 .比较 两 边 系 数 , 即 得 


a, = ， an 三 一 b， 


从 而 


因此 
sl|a，rlac.1 
例 1 求 方程 
2x:-xz +2x-3=0 


4 
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的 有 理 根 . 
这 个 方程 的 有 理 根 只 可 能 是 +1,+3,+ ,+ 了 .用 带 余 除法 可 以 得 出 ,除去 1 以 外 全 


不 是 它 的 根 , 因 之 这 个 方程 的 有 理 根 只 有 x=1. 
例 2 证 明 
JUx)=-Sx+l 
在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
如 果 Ax) 可 约 ,那么 它 至 少 有 一 个 一 次 因子 ,也 就 是 有 一 个 有 理 根 .但 是 九 x) 的 有 
理 根 只 可 能 是 +1. 直 接 验 算 可 知 +1 全 不 是 根 , 因 而 岂 x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 
以 上 的 讨论 解决 了 我 们 提出 的 第 一 个 问题 ,现在 来 解决 第 二 个 问题 .首先 我 们 来 
证 明 
定理 13( 艾 森 斯 坦 ( Eisenstein ) 判别 法 ) ” 设 
xz)=ax"+a it HG 
是 一 个 整 系数 多 项 式 , 如 果 有 一 个 素数 忆 ,使 得 
1) P 二 ,; 
和 ) 丽 | 证 疝 a 
3 庆 二 页 ; 
事 么 /Ca) 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 
证 明 如 果 /x) 在 有 理 数 域 上 可 约 ,那么 由 定理 11,Ax) 可 以 分 解 成 两 个 次 数 较 
低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 : 
Hz)= (Dr + Ye He 二) ， mm<m I++ 三 由 
于 是 
adj = 力 cu ao=boco: 
因为 | ov, 所 以 产能 整除 如 或 -但 是 疡 站 oo; 所 以 疡 不 能 同时 整除 如 及 “因此 
不 妨 假定 疡 | 和 但 P#e. 另 一 方面 ,因为 P 十 o ,所 以 站 六 假设 放生， 中 第 一 个 不 
能 被 六 整除 的 是 六 .比较 六 xz) 中 的 系数 ,得 等 式 
本 三 轴 G0 卡 加 iiE) 十 “= 二 攻 全 
式 中 op，oo 都 能 被 疡 整除 ,所 以 icew 也 必定 能 被 了 整除 .但 是 疡 是 一 个 素数 ,所 
以 入 与 c 中 至 少 有 一 个 能 被 整 除 .这 是 一 个 矛盾 .‖ 
根据 定理 13 ,可 知 对 于 任意 的 ,多 项 式 
开赴 之 


在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 .由 此 可 见 , 在 有 理 数 域 上 ,存在 任意 次 数 的 不 可 约 多 项 式 . 


10 多 元 多 项 式 


在 前 面 我 们 讨论 了 一 元 多 项 式 的 基本 人 性质. 但 是 除去 一 元 多 项 式 外 ,还 有 含 多 个 


10 多 元 多 项 式 站 量 


文字 的 多 项 式 , 即 多 元 多 项 式 , 如 姑 - 六 ,+ 六 + 二 -3xyz 等 ,现在 就 来 简单 地 介绍 一 下 有 
关 多 元 多 项 式 的 一 些 概念 . 
设 忆 是 一 个 数 域 ,sivxay…z 是 于 个 文字 .形式 为 
人 让 死 22. 和 各 (1) 
的 式 子 , 其 中 属于 P, 语 入 ,和 是 非 负 整数 , 称 为 一 个 单项 式 . 
如 果 两 个 单项 式 中 相同 文字 的 震 全 一 样 ,那么 它们 就 称 为 同类 项 .一 些 单项 式 的 和 
过 二 (2) 


就 称 为 半 元 多 项 式 ,或 者 简称 多 项 式 ， 

和 一 元 多 项 式 一 样 必 元 多 项 式 也 可 以 定义 相等 ` 相 加 、 相 减 , 相 乘 .例如 ， 
(Sx3xx2+4x2x2X ) 寺 (28122x3 一 XXX) 一 SX1X2X3 十 6X1X2X3 一 和 1 和 3 3 
(Sxixaxa+4xtt273 ) (2x1x2xy 一 1XaX3 ) 一 10xix3xz3 一 SxTx2x3 +SXi23xz3 一 4x0x383- 

与 一 元 的 情况 相仿 ,我 们 有 
还 , 记 为 
忆 [ 六 2 
有 + 语 + 和 + 有 称 为 单项 式 (1) 的 次 数 . 当 一 个 多 项 式 表 成 一 些 不 同类 的 单项 式 的 和 
之 后 ,其 中 系数 不 为 零 的 单项 式 的 最 高 次 数 就 称 为 这 个 多 项 式 的 次 数 .例如 ,多项式 
3X1X3 寺 2Y1X2X3 十 %3 
的 次 数 为 4. 
虽然 多 元 多 项 式 也 有 次 数 ,但 是 与 一 元 多 项 式 的 情况 不 同 , 我 们 并 不 能 对 多 元 多 
项 式 (2) 中 的 单项 式 按 次 数 给 出 一 个 自然 排列 的 顺序 ,因为 不 同类 的 单项 式 可 能 有 相 
同 的 次 数 .我 们 看 到 ,一 元 多 项 式 的 降 需 排 法 (或 者 升 寡 排 法 ) 对 于 许多 问题 的 讨论 是 
方便 的 .同样 地 ,为 了 便于 以 后 的 讨论 ,我 们 对 于 多 元 多 项 式 也 引入 一 种 排列 顺序 的 方 
法 ,这 种 方法 是 模仿 字典 排列 的 原则 得 出 的 ,因而 称 为 字典 排列 法 . 
每 一 类 单项 式 (1) 都 对 应 一 个 吴 元 有 序数 组 
《8 《3) 
其 中 避 为 非 负 整数 .这 个 对 应 是 一 一 对 应 的 .为 了 给 出 单项 式 之 间 一 个 排列 顺序 的 方 
法 ,我 们 只 要 对 于 并 元 数组 (3) 定 义 一 个 先后 顺序 就 行 了 . 
如 果 数 
从 
中 第 一 个 不 为 零 的 数 是 正 的 ,也 就 是 说 ,有 和 m ,使 
内 二 三 0 0 0 
那么 ,我 们 就 称 半 元 数组 (3) 先 于 半 元 数组 
(CE (4) 
并 记 为 
人 
例如 ， 
32 2 
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由 定义 立即 看 出 ,对 于 任意 两 个 壮 元 数组 (3) ,(4) ,关系 
人 sa 国人 ss5 
必 晤 四 
【五 
中 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 同 时 ,关系 ">" 具 有 传递 性 , 即 如 果 
人 
人 
那么 (后 ,让 及)>(mima mm) 事实 上 ,由 点-mi=( 态 -+ 人 -mi) 即 得 上 面 的 
结论 . 因 之 ,这 样 的 确 给 出 了 元 数组 之 间 的 一 个 顺序 .相应 地 ,单项 式 之 间 也 就 有 了 一 
个 先后 顺序 .例如 多 项 式 
2xix2x3+XTX 二 YE 
按 字典 排列 法 写 出 来 就 是 
X1 ++X1X 十 2X YX23。 

按 字典 排列 法 写 出 来 的 第 一 个 系数 不 为 零 的 单项 式 称 为 多 项 式 的 首 项 .例如 ,z 
就 是 上 面 这 个 多 项 式 的 首 项 .应 该 注意 , 首 项 不 一 定 具有 最 大 的 次 数 . 当 mn=1 时 ,字典 
排列 法 就 归结 为 以 前 的 降 寡 排 法 . 

对 于 字典 排列 法 ,我 们 有 

定理 14 当成 %iyyas yz2n) 天 0 区 ( 克 2 和 ) 天 0 时 ,乘积 /ax， ae 

证 明 设 .HAxiix,…x) 的 首 项 为 

CXW Mi ， 忆 天 0， 
gg(xziyxai…myxn) 的 首 项 为 
2XT Xi 天 0， 
为 了 证 明 它 们 的 积 
全 
为 庆 的 首 项 ,只 要 证 明 
《Pi+giyPa+ga Pu+gn) 
先 于 乘积 中 其 他 单项 式 所 对 应 的 有 序数 组 就 行 了 .事实 上 ， 
到 区 
中 其 他 单项 式 所 对 应 的 有 序数 组 是 
(Pi+A ,Pa+Aa Pu+A) ， 


或 者 
《1 二 9 
或 者 
(二 二 
其 中 
(可 Pass spC1 人 5 
(9， ,ga yy9，) 三 (无 ， jn 呈现/ 避 
而 


'$10 多 元 多 项 式 1 有 


《 和 4 人 人 


与 
《Pi+9giypatgay… pit+gn) >( +giy1a+ga + 
是 显然 的 . 
同样 有 
【市 可 二 人大 二 后 
由 传递 性 即 得 


(| 十 815 瑟 2 二 02 全 二 本) 汪 ( 丰 十 帮 7 填 丰 大) 。 
这 就 证 明了 opxz 和 xz22 zi 不 可 能 与 乘积 中 其 他 的 项 同类 而 相 消 , 且 先 于 其 他 所 有 
的 项 ,因而 它 是 首 项 . 1 


用 数学 归纳 法 立即 得 出 
推论 1 如 果 大 0(i= 1.2,…,m) ,那么 人 P… 太 的 首 项 等 于 每 个 /的 首 项 的 乘 
积 . 【 


定理 14 的 结论 显然 包含 着 
推论 2 如 果 所 wx， 沁 oar5 友 让 训 0 本 (5 关 0, 那 么 
成 了 
多 项 式 
次 人 二 ， 芝 5aae 区 三 可 外 出 芒 25os 双 


上 1 大 2 


称 为 亚 次 齐 次 多 项 式 ， 如 果 其 中 每 个 单项 式 全 是 本 次 的 .例如 ， 
Ja ya yz)= 2xxx3+X1X2 二 3X1 
就 是 一 个 4 次 齐 次 多 项 式 ， 
显然 ,两 个 齐 次 多 项 式 的 乘积 仍 是 齐 次 多 项 式 , 它 的 次 数 就 等 于 这 两 个 多 项 式 的 
次 数 之 和 
任何 一 个 到 次 多 项 式 扩 zz) 都 可 以 唯一 地 表示 成 


六 吉本 之 大 ar 
其 中 (xz YX ) 是 导 次 齐 次 多 项 二 尖 二 这 pp 称 为 FE xz ) 的 工 次 齐 


次 成 分 , 
如 果 


是 一 个 ! 次 多 项 式 , 那 么 乘积 
丽 ( 元 各 0 寅 三 扎 辣 2 ne 记 站) 局 人 全 天 2) 
的 左 次 齐 次 成 分 Ai(Czi 5， ) 为 
上 攻 区 ae 三 (二 wo 3 度 站 改 ( 丙 2 全 冲 ， 


特别 地 ,nz ,za ，…x,) 的 最 高 次 齐 次 成 分 为 
限 人 3 误区 到 肖 人 1 was 证 格 作 元 外 
由 此 可 知 ,对 于 多 元 多 项 式 ,也 有 乘积 的 次 数 等 于 因子 次 数 的 和 . 


站 
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最 后 我 们 指出 ,与 一 元 多 项 式 一 样 ,多 元 多 项 式 也 可 以 看 作 函 数 的 表达 式 . 设 
执业 诈 0 受 0 
并 设 cl ,ca,…，,c, 是 数 域 己 中 的 数 ,我 们 称 


马 世 CC 三 人 Elaii R 
4 让 
有 


为 Axiszz 在 xi=cl=ci ,=c 处 的 值 . 显 然 , 当 
下 区 二 5 十 可 (故人 
所 向 2 
时 ,我 们 有 
戈 而 5 ,eu )+E( [和 ,cv ) = (ci ji 省 
所 兽人 


11 对 称 多 项 式 


对 称 多 项 式 是 多 元 多 项 式 中 常见 的 一 种 ,本 节 就 来 介绍 关于 对 称 多 项 式 的 基本 事 
实 .对 称 多 项 式 的 来 源 之 一 以 及 它 应 用 的 一 个 重要 方面 ,是 一 元 多 项 式 根 的 研究 .因此 
我 们 从 一 元 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 开始 . 
设 
RD)= 光 HOC 十 二 (1) 
是 PLxj 中 的 一 个 多 项 式 . 如 果 . 大 xz) 在 数 域 P 中 有 工 个 根 al ,az，…,a, 那么 败 z) 就 可 
以 分 解 成 
所 史 ) 三 《Qi 7 和 =GQ5 和 7 于 ( 交 一 GE (2) 
把 (2) 展 开 , 与 (1) 比较 , 即 得 根 与 系数 的 关系 如 下 : 
一 他 | 三 人 1 十 友 2 二 二 人 
Ga 三 QIGaz+QITQ3 十 "十 富 1G5 


(-Dia= Yauau'eau( 所 有 可 能 的 ;个 不 同 的 ai 的 乘积 之 和 )， 


(=-1) "a,=QiQaa…Qi: 
由 此 看 出 ,系数 是 对 称 地 依赖 于 方程 的 根 的 . 换 名 话说 ,以 下 了 个 半 元 多 项 式 
CT 三 天 [十 %2 十 "十 守 0 
CTz 三 X1X2 十 XIX3 十 "十 -1Xn 


〈《4) 


CT 一 务 |X2 ”3 


11 对 称 多 项 式 | 上 


是 对 称 地 依赖 于 文字 x ,xz ，…,'x， 的 ， 
为 了 一 般 地 引入 对 称 多 项 式 的 概念 ,我 们 需要 把 * 对称" 的 意义 弄 清 楚 . 
这 1 “天 下 人 me ,和 于 人骨 si9sn 都 
SR 三 所 s 
耿 么 这 个 多 顶 趟 称 为 对 称 多 项 式 ， 
这 就 是 说 ,如 果 任 意 对 换 两 个 文字 的 地 位 ,/(xi,x*a,…,z2) 恒 不 变 , 它 就 是 一 个 对 
称 多 项 式 . 
例如 
JU yz ya ) = X1Y TCR TXT 十 十 世 3 十 X3X， 
就 是 一 个 三 元 对 称 多 项 式 . 
当然 ,(4) 中 的 oi，…o, 都 是 元 对 称 多 项 式 , 它 们 称 为 初等 对 称 多 项 式 . 
上 对 称 允 珊 的 定 可 知 ,对 称 多 天 区 .以 有 对称 多 天 区 多 理 直 还 
称 多 项 式 .后 一 论断 是 说 ,如 果 太 (2 加 ea 
是 半 元 对 称 多 项 式 ,而 g(7 ,ya ,yn) 是 任 一 多 项 式 ,那么 
Ra 
是 寺 元 对 称 多 项 式 . 
特别 地 ,初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 还 是 对 称 多 项 式 . 关 于 对 称 多 项 式 的 基本 事实 
就 是 , 任 一 对 称 多 项 式 都 能 表 成 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 , 即 
定理 15 对 于 任意 一 个 元 对称 多 项 式 /xi ,na ) 都 有 一个 ”元 多 融 式 
砚 (7172 75) ,使 得 
站 za 三 DUO 1I，)， 
证 明 设 对 称 多 项 式 败 z ,zs，…vav) 的 首 项 ( 按 字典 排列 法 ) 为 
axxr2exo 天 0. 全) 
我 们 指出 ,(5) 作 为 对 称 多 项 式 的 首 项 , 必 有 


7 深 友 到 区 人 却 涉 


否则 , 设 有 
二 
由 于 Axisz…xz) 是 对 称 的 ,所 以 Frxz ,zx,) 在 包含 (5) 的 同时 必 包 含 
和 ， 
这 一 项 就 应 该 先 于 (5) ,与 首 项 的 要 求 不 符 . 
作对 称 多 项 式 
wj 《的 


因为 ec ，……,o, 的 首 项 分 别 是 x, ,xix ,ziz…z 于 是 (6) 在 展开 之 后 , 首 项 为 


ax wx) 全 (Xea 二 呈 二 
这 芥 居 说 nnxa ea] 与 [9 有 相同 的 首 历 ,因而 : 草 称 多 项 式 
和 允 二 辣 人 大 
比 Fa 2 ) 有 较 “ 小 "的 首 项 ,对 态 (2， 全 
去 ,我 们 就 得 到 一 系列 的 对 称 多 项 式 


府 ， 上 三 大 Wi 看 二 在 = 9 
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中 和 第 一 章 ”多项式 
它们 的 首 项 一 个 比 一 个 “小 ”, 其 中 只 是 rivc:，…c 的 多 项 式 . 设 


是 (7) 中 某 一 对 称 多 项 式 的 首 项 ,于 是 (5) 要 先 于 它 ,就 有 
1 三 丽人 有 二 …… 过 丽 过 0 (8) 
适合 条 件 (8) 的 半 元 数组 (PPa,…,P,) 只 能 有 有 限 多 个 ,因而 (7) 中 也 只 能 有 有 限 多 
个 对 称 多 项 式 不 为 零 , 即 有 正 整 数 岂 使 户 =0. 这 证 明了 ， 
二 
可 以 表 成 初等 对 称 多 项 式 的 一 些 单项 式 的 和 ,也 就 是 说 ,fxzi,x*:,…,x) 可 以 表 成 初等 
对 称 多 项 式 的 一 个 多 项 式 .1 
实际 上 ,还 可 以 证 明 , 定 理 中 的 多 项 式 (7 ,7 , ) 是 被 对 称 多 项 式 jz， 
…,zaw ) 唯一 确定 的 .这 个 结果 与 定理 15 合 在 一 起 通常 称 为 对 称 多 项 式 基本 定理 ， 
该 看 到 ,证 明 的 过 程 就 是 把 一 个 对 称 多 项 式 具 体 表 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 
的 过 程 . 
例 把 三 元 对 称 多 项 式 rm+xz+x3 表 为 rosyos 的 多 项 式 ， 
xl+x2+x3 的 首 项 为 i, 它 所 对 应 的 有 序数 组 为 (3,0,0) ,而 
mirror3a=Ori。 
作对 称 多 项 式 
Xi+X3+X3 一 IO] 三 -3(x1x)+X3XI 二) 一 GrantYi， 
它 的 首 项 -3xx, 对 应 的 有 序数 组 为 (2,1,0) ,而 
-3aioy = 一 3(x+t+Xi ) (rz HT )= 一 3(xtx+TtE3XIT me) 一 9xixnXa， 
因 之 
xi+x3+x3-OII+3oioy=3xrixaxy=30a， 
于 是 
xi+t+t=Ii-3olo+30， 


对 姜 | 9 到 2 9 ”号 , 差 积 的 平方 
内 二 可 | 《 丰 提 六 
是 一 个 重要 的 对 称 多 项 式 . 按 对 称 多 项 式 基本 定理 ,D 可 以 表示 成 


ZI 二 一 Il ,0 = GE=( 二 ) ua,=(-1)"c， 
的 多 项 式 Da ,az,…,a,). 由 根 与 系数 的 关系 知 ,zl,xz，…,z, 是 
Jr)= 光 HOU 十 十 (9) 


的 根 ,容易 看 出 D(ai ,os ,as)= 0 是 方程 (9) 在 复数 域 中 有 重 根 的 充分 必要 条 件 .我 
们 称 D(ai ,oa ) 为 一 元 多 项 式 (9) 的 判别 式 . 
按 上 面 的 方法 ,直接 计算 即 得 
几 十 攀 | 东 十 Go 
的 判别 式 为 
刀 =ai-4c，， 
而 


习题 | 是 


3 2 
X 十 QiX 十 GoX 十 03 


的 判别 式 为 
靖 =aula3-4a3-4aias-27a3+18a aa 
习 题 

1. 用 g(xz) 除 几 xz) , 求 商 4g(x) 与 余 式 r(xz) : 

1) Hz)= 过 -3xz-x-1,g(r)= 3r 一 2z+1i 2) F(z)= 忆 -2x+5,g(xz)= xz-z+2. 
2. ,p,9 适合 什么 条 件 时 ,有 

1) x+mx=-1 | x+px+gi 2) x+7nxX+1 | 空 +px2+g. 
3. 求 g(x) 除 败 z) 的 商 g(x) 与 余 式 (xz) : 

1) Fz)= 2x 一 5 刀 -8x,8(z)= x+3; 2) zx)= 妆 - 辣 -xyE(z)=X-1+2i. 
4. 把 几 x) 表 成 *-xo 的 方 寡 和 , 即 表 成 co+ci(z-xo) +cx(x-xzo)2+… 的 形式 : 

直 态 二 三 高 去 双 2) Hz)= 关 -2r2+3,x0=-2; 


3) (xz)=+2ixz (1+i)x 一 3x+7+i,xzo 三 一 
-. 求 JLz) 与 g&(xz) 的 最 大 公 因 式 : 
1 ) zi)= +i -3x2-4xr-1,g(z)=x+z2-x 一 1 


2) (xz)= 衬 -4x3+1,g(xz)= 妇 -3z2+1i 


人 


3) /az)= 辣 -10x2+1,8(5)= 妈 --4V/2i+6xz2+4/x+1 
. 求 &xz),z(xz) ,使 上 xz)7Cz)+(z)g(Cz)=(Fz),g(z)): 
1) Hz)= 妆 +2o- 说 -4z-2,5(z)= TH 一 za-2xz-2; 
2) 扩 x)=4xz -2x -16xz+Sx+9,8(z)= 2z-r 一 Sx+4; 
3) Jr)= 妆 - 刀 -4x+4r+1,8(r)=2-x 一 1 
7. 设 几 xz)=s+(1+0x+2x+2u,8(xz)= 呈 +txfz 的 最 大 公 因 式 是 一 个 二 次 多 项 式 , 求 二 u 的 值 . 
8. 证 明 : 如 果 dz) |Mxz),d(xz) |g(z), 且 dx) 为 Kx) 与 g(z) 的 一 个 组 全 ,那么 d(x) 是 7z) 与 
g(xz) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 
9. 证 明 :(C(x)A(xz) ,gx)Ax))=(Fz) sz))Az)(ACz) 的 首 项 系数 为 1). 
了 (zx) 
本 如果 人 (CD ,82) 不 全 为 地, 证 明 ( [7 0 了 
11. 证 明 : 如 果 妃 x),g(z) 不 全 为 零 , 且 
&(z)A(z)+z(xz)gCz)= (Hz)，SECxz))， 


个 


那么 (u(xz) ,zxz) )= 1. 

12. 证 明 : 如 果 (FLxz) ,gs(z))=1,(xz) ,Arz))=T 工 那么 

(Ax) SC2)HCz) )= 1. 
13, 设 .fi(z) msFCz) ,8EiCz) Eu(2) 都 是 多 项 式 , 而 且 
(所 动画 ( 动 )EE1 (122577 了 和 2) 

求证 :CACz)P(z) (xz) sz)ga(z) ECz) )= 1 

14. 证 明 :如果 (Hx),s(xz))= 1 那么 (HLx)g(Cxz) xz)+eg(z))= 1. 

15. 求 多 项 式 


Frz)= 妇 +2z2+2x+1， g(z)= 富 +i+2xz2+x+1 


| 第 一 章 ”多项式 


的 公共 根 
16. 判别 下 列 多 项 式 有 无 重 因 式 : 
1) Fx)=x-Ssxz+Tz -2r2+4x 一 8 2) FLxz)= 妆 +4r =-47+ 一 3- 


17. 求 上 值 使 Fxz)= 妆 -3x+t-l 有 重 根 . 
18. 求 多 项 式 ”+px+d 有 重 根 的 条 件 . 
19. 如 果 (x-1)> | 4x"+Bx2+l, 求 4,B. 


2 下 
20. 证 明 :1+x+3T+…+n 不 能 有 重 根 ， 
21. 如 果 <“ 是 ./(x) 的 一 个 下 重 根 ,证 明 :a 是 


文 一 如 


gz)= [LA (2)t Ca) ] =-z)+Aa) 


的 一 个 4+3 重 根 . 
22. 证 明 :xv 是 J(xz) 的 大 重 根 的 充分 必要 条 件 是 /(zo)= 太 (mm)=…=1 (xm)= 0, 而 
天 (xi) 天 0. 
23. 举例 说 明 断 语 “ 如 果 a 是 广 (z) 的 灰 重 根 , 那 么 ※ 是 败 z) 的 m+l 重 根 "是 不 对 的 . 
24. 证 明 : 如 果 (x*-1) |Kz) ,那么 (xz"-1) | (xz ): 
25. 证 明 :如 果 ( 妆 +x+l) | 放 ( 全 )+xP(2) ,那么 
(xz-1) |ACz) ， (51 | 启 ( 二 ).。 
26. 将 多 项 式 羡 -1 在 复数 范围 内 和 在 实数 范围 内 因 式 分 解 . 
27. 求 下 列 多 项 式 的 有 理 根 : 
1) 邓 -6x2+15x-14; 2) 4z-Tx -Su 一 1; 
3) x+o4 一 6x3 一 14x2 一 11x=3. 
28. 判断 下 列 多 项 式 在 有 理 数 域 上 是 和 否 可 约 : 
1) x+1; 2) xf#-8x+12x2+2; 3) x+Hx+1i 
4) x+pxr+1l,D 为 奇 素数 ; 5) 关 +4ixr+1 为 整数 . 
29. 用 初等 对 称 多 项 式 表 出 下 列 对 称 多 项 式 : 


1) xixy+zi23+X1E3 TEN 二 NE2XA 二 WIN 全 ) 《2 人 RE 

3) (xi-xzy) (xzi-xas) (zs-xy) 4) xixz3+r1X3+ETXE3 十 允 X3 二 2 二 tx 

3 下 二 克 2 二 同人 侣 5 富生 邯 | 加 (大 5 区 1 下 克 和 0) 人 《二 二 的 示 [让 ( 放 3 于 W 各 克 3 外 【天 ) 二 %5 二 双 尖 
30. 用 初等 对 称 多 项 式 表 出 下 列 半 元 对 称 多 项 式 : 

1 当 允 和 2) 卫 2xa0a 3 3) 习 静 妇 4) 并 ZX22 5 


( 三 ax0X2 ex 表示 所 有 由 Ca 经 过 对 换 得 到 的 项 的 和 ,) 
31. 设 ai ,ai ,as 是 方程 Sz -6x+7x-8=0 的 三 个 根 , 计 算 
(ai+aiaa+a2 ) (oa+aaas+aa) (ai+alaa+a3 )， 
32. 证 明 :三 次 方程 刀 +axz +aaxz+a=0 的 三 个 根 成 等 差 数列 的 充分 必要 条 件 为 
2 心 -9ala+27a; = 0. 


补充 题 


[. 设 A(xz)=ax)+b5(x)，8I(z)=crxz)+dg(xz), 且 ad-pc 关 0, 证 明 :(F(z),gCz))= (Arz)， 


补充 题 | 计生 


ET(XZ) )。 


>. 证明: 只要- 姓 ) Et) 六 的 次 数 都 大 于 零 , 就 可 以 适当 选择 适合 等 式 


(Kx),g(z) ) (CCz) 8(z 
&(E)7zY)+UCXE)ECE)= (xz) ECz)) 
的 wx(x) 与 2(x) ,使 
3 所 zx) ) 


9(w()< 引 CA .605 WUzJ egCn)) 
3. 证 明 : 如 果 .x) 与 85(x) 互 素 ,那么 Kx ”) 与 g5(x")( 由 1) 也 互 素 ， 
4. 证 明 : 如 果 放 (xz) ,PCxz) ,AIGCz) 的 最 大 公 因 式 存在 ,那么 Cz) ,PCx) FICz) (xz) 的 最 
大 公 因 式 也 存在 , 且 当 几 (z) (xz) ，… 居 (xz) 全 不 为 零 时 有 
(Ron 泡 GeD5o 
再 利用 上 式 证 明 ,存在 多 项 式 由 (xz) ,ua(z) uCx) 使 
本 区) 天 《区 ) 二 有 区 (六 太 (到 ) 二 十 用 (和 ) 天 (二 ) 三 ( 太 (x) 六 Cz7 全 (x))， 
5. 多 项 式 mr(x) 称 为 多 项 式 几 x) ,g&(x) 的 一 个 最 小 公 倍 式 ,如 果 
1 7xz) | m(xz) sg(xz) | mr) 
2) 几 x),g(xz) 的 任 一 个 公 倍 式 都 是 普 (x) 的 倍 式 . 
我 们 以 LACxz) ,g(x*)] 表 示 首 项 系数 是 1 的 那个 最 小 公 倍 式 . 证 明 : 如 果 太 zx) ,sg(Cx) 的 首 项 系数 都 是 1， 
那么 


)， aCz(z))<a 


人 xD)SCz) 
(CCxz) ,8Cz) ) 


6. 证 明定 理 5 的 道 : 设 P(x) 是 次 数 大 于 零 的 多 项 式 ,如 果 对 于 任何 多 项 式 几 xz) ,gs(x) ,由 P(x) | 
FLz)g(z) 可 以 推出 P(xz) | xz) 或 者 PCx) | g(z) ,那么 P(x) 是 不 可 约 多 项 式 . 

7. 证 明 : 次 数 >0 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 xz) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 的 方 寡 的 充分 必要 条 件 为 : 
对 任意 的 多 项 式 g(*) 必 有 (xz),g(x) )= 1, 或 者 对 某 一 正 整 数 m xz) | g (xz). 

8. 证 明 : 次 数 >0 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 FLx) 是 某 一 不 可 约 多 项 式 的 方 寡 的 充分 必要 条 件 是 ， 
对 任意 的 多 项 式 g(x*) ,jz) ,由 /xz) | gz)nz) 可 以 推出 ACz) |g(z) ,或 者 对 某 一 正 整数 普 ， 
xz) | (zx 

9. 证 明 :xz"+ax' "+ 不 能 有 不 为 零 的 重 数 大 于 2 的 根 . 

10. 证 明 :如 果 .(x) |Mx") ,那么 Kxz) 的 根 只 能 是 零 或 单位 根 . 

11. 如 果 普 (xz) | xz) ,证 明 :/(z) 有 重 根 ,其 中 maC/(xz) )， 

12. 设 ol ,wj ，…,a, 是 半 个 不 同 的 数 ,而 

丽人 (名 ) 三 《全 一 如 外 客 一 到 广 <( 殉 一 0 ) 。 


LKRz)5Bg(2%7] = 


证 明 :1) TEL 


0 
2) 任意 多 项 式 几 xz) 用 F(xz) 除 所 得 的 余 式 为 之 TCD 
夫 ， Gy0ay 01 与 PFCz) 同 上 题 , 如 人 是 任意 玫 个 数 ,显然 
思 到 ( 逐 ) 
上 4Y%) 三 EEC 
(x) 这 TO 


适合 条 件 
LOai)=i， =1.2.… 
这 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插值 公式 . 
利用 上 面 的 公式 求 : 
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11 第 一 章 ”多项式 


1) 一 个 次 数 <4 的 多 项 式 Ax) , 它 适 合 条 件 /2)=3,/(3)=-1.r4)=0,HS)= 2; 
2) 一 个 二 次 多 项 式 几 z) , 它 在 *=0,- 了 ,处 与 函数 sin * 有 相同 的 值 ; 


3) 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 式 几 xz) ,使 凡 0)=1,KDD)=2W(2)=53)= 10. 
14. 设 扩 zx) 是 一 个 整 系数 多 项 式 , 试 证 :如 果 上 所 0) 与 所 1) 都 是 奇数 ,那么 /xz) 不 能 有 整数 根 . 
15. 设 x ,za ,xz, 是 方程 愉 +aixz I++a =0 的 根 ,证 明 :r,…,z, 的 对 称 多 项 式 可 以 表 成 x， 
与 cy ar 的 多 项 式 . 
16. 搬 xz)= (2-z) )(x-xa) (xx )=x -aixzr+…+( -1)"o ， 令 =24+Hr+ HE=0,1,2，…). 
1) 证 明 : 
(CD)= (sog HS + +SLIX+S DC)+ECY) ， 
其 中 &(xz) 的 次 数 <n" 或 g5(x*)= 0. 
2) 由 上 式 证 明 牛 顿 ( Newton) 公式 
84-OISLI+OasLa+ +(-1) osi+(-1) ri=0，1< 人 < 
一 化 十 一 二 0。 天 2m- 
17. 根据 牛顿 公式 用 初等 对 称 多 项 式 表 示 ssay si ,ss se 
18. 证 明 : 如 果 对 于 某 一 个 6 次 方程 有 = =0, 那 么 


S17 35 SS 
19. 求 一 个 次 方程 使 


20. 求 一 个 蒜 次 方程 使 


学 习 指 导 


81 3 引 着 


第 二 章 
行列 陈 


解 方程 是 代数 中 一 个 基本 的 问题 ,特别 是 在 中 学 所 学 代数 中 , 解 方程 占有 重要 的 
地 位 .因此 这 个 问题 是 读者 所 熟悉 的 .譬如 说 ,如 果 我 们 知道 了 一 段 寻 线 的 电阻 及 ,以 及 


它 的 两 端的 电位 差 ,那么 通过 这 段 导 线 的 电流 强度 就 可 以 由 关系 式 


硼 = 以 


求 出 来 .这 就 是 通常 所 谓 解 一 元 一 次 方程 的 问题 .在 中 学 所 学 代数 中 ,我们 解 过 一 元 二 
元 三 元 以 至 四 元 一 次 方程 组 .这 一 章 和 下 一 章 主要 就 是 讨论 一 般 的 多 元 一 次 方程 组 ， 
即 线性 方程 组 .这 一 章 是 引进 行列 式 来 解 线性 方程 组 ,而 下 一 章 则 在 更 一 般 的 情况 下 


来 讨论 解 线性 方程 组 的 问题 . 
线性 方程 组 的 理论 在 数学 中 是 基本 的 也 是 重要 的 内 容 . 
对 于 二 元 线性 方程 组 


ee ， 
a2iX1+Qa22%2 三， 
汉 QIIG22 一 Qi2Q21 天 0 时 ,此 方程 组 有 唯一 解 , 即 
Da 一 Qizpb2 Gilpa 一 baan 
汉 aREERR 列 2 
QQ22z 一 Qi2021 QiiQ2z 一 QI20Q2al 


我 们 小 CC22 一 Qi2Q21 为 二 阶 行列 式 ,用 符号 表示 为 


QIQ22 一 Qi2021 二 


于 是 上 述 解 可 以 用 二 阶 行列 式 叙 述 为 : 
当 二 阶 行 列 式 


时 ,该 方程 组 有 唯一 解 , 解 为 
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上 是 第 二 章 行列 式 


名 az oaiit 入 
0 aa aal /2 
Xi 三 这 
Cn Qi CI Qn 
Ca2l Ca22 Q21 Ga22 


对 于 三 元 线性 方程 组 有 相仿 的 结论 . 设 有 三 元 线性 方程 组 
可 站 区 二 Ga 加 聘 二 让 | 
(多 二 295 志 充 志 区 二 的 5 
友 有 和 [于 可 3 市 生 59%5 一 总 5 
称 代数 式 
ClQ2a033+QiDQa03i+GiaG20a2 一 QI10230a 一 QiaQa1033 一 QI3Q2a03l 
为 三 阶 行列 式 ,用 符号 表示 为 
和 下 
Q&iQazQ33+QiQ2a031+Q13Qaz1032 一 G11023032 一 01202103 一 GaCadil 三 |Q2 0 02 


Ca Ca 433 


我 们 有 : 当 三 阶 行列 式 


Ca3al Ca Ga33 


时 ,上 述 三 元 线性 方程 组 有 唯一 解 , 解 为 


dl 局 dd 

人 

好 过 过 
如 Ga Ga ca Ga ai oa 
d=|0 aa al，d=|o 加 oa|，d 必 = oa 
本 富 有 多 NT 


在 这 一 章 我 们 要 把 这 个 结果 推广 到 “元 线性 方程 组 


CH 二 GilaXa+…+GX 二 ， 


而 了 1 区 1 全 面 m 和 7 半 六 村。 大 | 三 力 5 


01X1 十 Qn2X2 十 …， 二 GunXn 届 


的 情形 .为 此 ,我 们 首先 要 给 出 守 阶 行列 式 的 定义 并 讨论 它 的 性 质 ,这 就 是 本 章 的 主要 
内 容 . 


8$2 排 列 


作为 定义 二 阶 行列 式 的 准备 ,我 们 先 来 讨论 一 下 排列 的 性 质 . 


2 排列 | 各 


和 


@| 齐 画 | 困 旬 刘 旬 


本) 大人 六 ws 
我 们 记 
1.2.,…，(n-l1) .7=ml， 
读 为 所 阶 肛 ”例如 :41=4x3x2xL1=24,51=120.21 随 着 守 的 增 大 迅速 地 增 大 .例如 ,101 
=3628800 
显然 12…z2 也 是 一 个 友 阶 排列 .这 个 排列 是 按照 递增 的 顺序 排 起 来 的 , 称 为 自然 顺 
序 ,其 他 的 排列 都 或 多 或 少 地 破坏 自然 顺序 . 
定义 2 在 一 个 排列 中 ,如 果 一 对 数 的 前 后 位 置 与 大 小 顺序 相反 , 即 前 面 的 数 大 于 


序数 . 
例如 2431 中 ,21.43,41,31 是 逆序 ,2431 的 着 序数 就 是 4. 而 45321 的 道 序数 是 9. 
排列 六 7 沁 的 逆序 数 记 为 
到 攻关 汇 
定义 3 逆序 数 为 偶数 的 排列 称 为 偶 排列 ,逆序 数 为 奇数 的 排列 称 为 奇 排列 ， 
例如 ,2431 是 偶 排列 ,45321 是 奇 排列 ,12…m 的 逆序 数 是 零 , 因 之 是 偶 排 列 ， 
应 该 指出 ,我们 同样 可 以 考虑 由 任意 半 个 不 同 的 自然 数 所 组 成 的 排列 ,一 般 地 也 
称 为 寺 阶 排列 .对 这 样 一 般 的 于 阶 排 列 , 同 样 可 以 定义 上 面 这 些 概念 
把 一 个 排列 中 某 两 个 数 的 位 置 互 换 ,而 其 余 的 数 不 动 ,就 得 到 另 一 个 排列 .这 样 一 
个 变换 称 为 一 个 对 换 . 例 如 ,经 过 1,2 对 换 ,排列 2431 就 变 成 了 1432 ,排列 2134 就 变 成 
了 1234. 显 然 , 如 果 连 续 施 行 两 次 相同 的 对 换 , 那 么 排列 就 还 原 了 .由 此 得 知 ,一 个 对 换 
把 全 部 对 阶 排列 两 两 配对 ,使 每 两 个 配 成 对 的 阶 排列 在 这 个 对 换 下 互 变 . 
关于 排列 的 奇偶 性 ,我 们 有 下 面 的 基本 事实 . 
定理 1 对 换 改变 排列 的 奇偶 性 
这 就 是 说 ,经 过 一 次 对 换 , 奇 排列 变 成 偶 排列 , 偶 排 列 变 成 奇 排列 . 
证 明 先 看 一 个 特殊 的 情形 , 即 对 换 的 两 个 数 在 排列 中 是 相 邻 的 情形 .排列 
经 过 /大 对 换 变 成 
人 (2 
这 里 “… ”表示 那些 不 动 的 数 .显然 ,在 排列 (1) 中 如 7 与 其 他 的 数 构成 逆序 , 则 在 排 
列 (2) 中 仍然 构成 逆序 ;如 不 构成 逆序 则 在 (2) 中 也 不 构成 着 序 ; 不 同 的 只 是 六 天 的 次 
序 . 如 果 原 来 /组 成 逆序 ,那么 经 过 对 换 , 闭 序数 就 减少 一 个 ;如 果 原 来 刀 上 不 组 成 逆 
序 ,那么 经 过 对 换 ,逆序 数 就 增加 一 个 .不 论 增加 1 还 是 减少 1 ,排列 的 逆序 数 的 奇偶 性 
总 是 变 了 . 因 之 ,在 这 个 特殊 的 情形 ,定理 是 对 的 . 
再 看 一 般 的 情形 . 设 排列 为 
人 (3) 
经 过 了 ,对 换 ,排列 (3) 变 成 
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上 中 第 二 章 行列 式 


不 难看 出 ,这样 一 个 对 换 可 以 通过 一 系列 的 相 邻 数 的 对 换 来 实现 .从 (3) 出 发 ,把 天 
与 忌 对 换 ,再 与 2 对 换 …… 也 就 是 说 ,把 上 一 位 一 位 地 向 左 移动 .经 过 s+1 次 相 邻 位 置 
的 对 换 ,排列 (3) 就 变 成 

本 (51) 

从 (5) 出 发 ,再 把 /一 位 一 位 地 向 右 移 动 , 经 过 s 次 相 邻 位 置 的 对 换 ,排列 (5) 就 变 成 了 排 
列 (4). 因 之 汰 对 换 可 以 通过 2s+1 次 相 邻 位 置 的 对 换 来 实现 .28+1 是 奇数 . 相 邻 位 置 的 
对 换 改 变 排列 的 奇偶 性 .显然 ,奇数 次 这 样 的 对 换 的 最 终结 果 还 是 改变 奇偶 性 .1 

根据 定理 1, 可 以 证 明 以 下 重要 结论 , 

证 明 假设 在 全 部 革 阶 排列 中 共有 * 个 奇 排列 ,个 偶 排 列 . 

将 个 奇 排 列 中 的 前 两 个 数字 对 换 , 得 到 * 个 不 同 的 偶 排列 ,因此 * 和 上 同样 可 证 : 
<s*, 于 是 := 心 即 奇偶 排列 的 总 数 相等 ,各 有 mn172 个 .‖ 


除 


二 


证 明 我 们 对 排列 的 阶 数 ” 作 数 学 归纳 法 ,来 证 任意 一 个 半 阶 排列 都 可 以 经 过 一 
系列 对 换 变 成 12…. 

1 阶 排列 只 有 一 个 ,结论 显然 成 立 , 

假设 结论 对 -1 阶 排列 已 经 成 立 ,现在 来 证 对 半 阶 排列 的 情形 结论 也 成 立 ， 

设 六 … 六 是 一 个 于 阶 排列 ,如 果 广 =, 那么 根据 归纳 法 假设 ,mn-1 阶 排列 六 7 
可 以 经 过 一 系列 对 换 变 成 12…(z-1) ,于 是 这 一 系列 对 换 也 就 把 7… 六 变 威 12…… 
如 果 广 关 m ,那么 对 1 六 作 太 之 对 换 , 它 就 变 成 产 … 关 -这 就 归结 成 上 面 的 情形 , 因 
此 结论 普遍 成 立 ， 

相仿 地 ,12… 也 可 用 一 系列 对 换 变 成 )7… 沁 ,因为 12…2 是 偶 排 列 , 所 以 根据 定 
理 1, 所 作对 换 的 个 数 与 排列 7… 户 有 相同 的 奇偶 性 . | 


8$3 呈 阶 行列 式 


我 们 现在 来 给 出 半 阶 行列 式 的 定义 .从 这 一 节 开 始 ,我 们 总 是 取 一 固定 的 数 域 已 
作为 基础 ,所 谈 到 的 数 都 是 指 这 个 数 域 忆 中 的 数 ,所 考虑 的 行列 式 也 都 是 数 域 PP 上 的 
行列 式 ,以 后 就 不 重复 说 明了 . 

在 给 出 mn 阶 行列 式 的 定义 之 前 , 先 来 看 一 下 二 阶 和 三 阶 行列 式 的 定义 .我 们 有 


Gil Qiz 
=QIIQ22 QiQ2l， (1) 
GE21 2 
Ca Qi Qi3 
aa Ga  Q23 |=QiG22033+QGi2023031+Q13Q21032 一 Q3022031 一 Qi2021033 一 QQ23Q32。 (2) 


8$3 开 阶 行列 式 利生 


从 二 阶 和 三 阶 行列 式 的 定义 中 可 以 看 出 ,它们 都 是 一 些 乘 积 的 代数 和 ,而 每 一 项 
乘积 都 是 由 行列 式 中 位 于 不 同 的 行 和 不 同 的 列 的 元 素 构成 的 ,并 且 展 开 式 恰恰 是 由 


所 有 这 种 可 能 的 乘积 组 成 .在 n%= 2 时 ,由 不 同行 不 同 列 的 元 素 构成 的 乘积 只 有 aias 与 
aaa2l 这 两 项 ,在 2=3 时 也 不 难看 出 只 有 (2) 中 的 6 项 .这 是 二 阶 和 三 阶 行列 式 的 特征 
的 一 个 方面 . 另 一 方面 ,每 一 项 乘积 都 带 有 符号 .这 符号 是 按 什么 原则 决定 的 呢 ? 在 三 
阶 行列 式 的 展开 式 (2) 中 ,项 的 一 般 形式 可 以 写成 
QQ2PpG35， (3 

其 中 疙 凡是 1,2,3 的 一 个 排列 .可 以 看 出 , 当 j 力 2 是 偶 排 列 时 ,对 应 的 项 在 (2) 中 带 有 
正 号 , 当 J7sja 是 奇 排列 时 带 有 负 号 .二 阶 行列 式 显 然 也 符合 这 个 原则 . 

上 面 对 二 阶 和 三 阶 行列 式 的 分 析 对 于 我 们 理解 一 般 的 定义 是 有 帮助 的 .下 面 就 来 
给 出 寺 阶 行列 式 的 定义 ， 

定义 4 阶 行列 趟 


QI Go QI 
al aa 民 
. (4) 
Catf  @i ”人 和 
等 于 所 有 取 自 不 同行 不 同 列 的 "个 元 素 的 科 和 
5 《3 


的 人 7 是 125 册 训 人 每 二 二 二 三 当 


Cil oa Qin 


各 《二 了 放生 (6) 


JJ 
| Ga Can 


这 里 > 表示 对 所 有 m 阶 排列 求 和 . 


定义 表明 ,为 了 计算 ” 阶 行列 式 , 首 先 作 所 有 可 能 由 位 于 不 同行 不 同 列 元 素 构成 
的 乘积 .把 构成 这 些 乘 积 的 元 素 按 行 指标 排 成 自然 顺序 ,然后 由 列 指标 所 成 的 排列 的 
奇偶 性 来 决定 这 一 项 的 符号 . 

由 定义 立即 看 出 , 阶 行 列 式 是 由 ! 项 组 成 的 . 

下 面 来 看 几 个 例子 

例 1 计算 行列 式 


[一 一 六 和 一 | 
已 色 瑟 瑟 
尼 虽 己 
一 着 和 一 有 


4 0 

这 是 一 个 4 阶 行列 式 ,在 展开 式 中 应 该 有 41=24 项 .但 是 由 于 出 现 很 多 的 零 ,所 以 
不 等 于 零 的 项 数 就 大 大 减少 了 .因为 4 阶 行列 式 中 每 个 项 是 由 4 个 元 素 相 乘 而 得 .为 了 
所 得 的 项 不 等 于 零 ,这 4 个 元 素 必 须 都 不 等 于 零 .现在 这 4 个 非 零 元 素 恰 好 位 于 不 同行 


己 
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不 同 列 .所 以 它们 的 乘积 是 这 个 行列 式 唯 一 的 一 项 .前 面 所 带 的 符号 为 
(一 1 让 寂 4 三 主 


所 以 
0 0 0 1 
人 2 0 
=1x2x3x4=24. 
和 3 册 几 
4 0 0 0 
例 2 计算 上 三 角形 行列 式 
CG11 Ci Qi 
0 0 0 


我 们 先 来 看 一 下 , 形 如 (5) 式 的 项 有 哪些 不 为 零 , 然 后 再 来 决定 它们 的 符号 .项 的 
一 般 形式 为 

QQap Qi 

在 行列 式 中 第 半 行 的 元 素 除 去 c,, 以 外 全 为 零 , 因 之 ,只 要 考虑 j, = 的 那些 项 .在 第 n-1 

行 中 ,除去 cvaivs 外 ,其 余 的 项 全 为 零 , 因 之 /只 有 m-1,n 这 两 个 可 能 .由 于 户 = 

nm 所 以 六 :就 不 能 等 于 由 了 ,从 而 六 ,=n-1. 这 样 逐步 推 上 去 ,不 难看 出 ,在 展开 式 中 ， 


除去 


“QQ 


CI1Q22 Qnr 
这 一 项 外 ,其 余 的 项 全 是 0. 而 这 一 项 的 列 指标 所 成 的 排列 是 一 个 偶 排 列 , 所 以 这 一 项 
带 正 号 .于 是 


Qi Qi Ci 
0 az 22n 

一 CC22 Gon， (8 ) 
0 0 ao 


换 句 话说 ,这 个 行列 式 就 等 于 主 对 角 线 (从 左上 角 到 右 下 角 这 条 对 角 线 ) 上 元 素 的 乘 
积 .作为 (8) 的 特殊 情形 ,有 


d， 0 0 
0 邮 0 

=did md， (9) 
0 0 d 
1 0 0 
0 1 0 

= 混 (10) 
0 0 ae ] 


主 对 角 线 以 外 的 元 素 全 为 零 的 行列 式 称 为 对 角形 行列 式 .(9) 说 明了 对 角形 行列 式 的 
值 等 于 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 , 


8$3 7 阶 行 列 式 上 有 


容易 看 出 , 当 行 列 式 的 元 素 全 是 数 域 忆 中 的 数 时 , 它 的 值 也 是 数 域 己 中 的 一 个 数 . 

在 行列 式 的 定义 中 ,为 了 决定 每 一 项 的 正 负 号 ,我 们 把 个 元 素 按 行 指标 排 起 来 . 
事实 上 , 数 的 乘法 是 交换 的 ,因而 这 个 元 素 的 次 序 是 可 以 任意 写 的 ,一 般 地 ,m 阶 行列 
式 中 的 项 可 以 写成 


人 (1) 
其 中 互 2 到 太志 是 两 个 二 阶 排列 和 用 排列 的 性 质 ， 不 难 证 明 ,(11) 的 符号 等 于 
《1 〔( 芭 ) 


事实 上 ,为 了 根据 定义 来 决定 (11) 的 符号 ,就 要 把 这 个 元 素 重 新 排 一 下 ,使 得 它 
们 的 行 指标 成 自然 顺序 ,也 就 是 排 成 
色 六 2 和 “Qi (13) 
于 是 它 的 符号 是 
(一 1 入 交 所 (14) 
现在 来 证 明 ,(12) 与 (14) 是 一 致 的 .我 们 知道 ,由 (11) 变 到 (13) 可 以 经 过 一 系列 元 素 
的 对 换 来 实现 .每 作 一 次 对 换 ,元 素 的 行 指标 与 列 指标 所 成 的 排列 三 疡 … 与 7 六 就 
都 同时 作 一 次 对 换 ,也 就 是 r(… 和 到) 与 了 (7 六) 同时 改变 奇偶 性 ,因而 它们 的 和 
下方 二 7) 
的 奇偶 性 不 改变 .这 就 是 说 ,对 (11) 作 一 次 元 素 的 对 换 不 改变 (12) 的 值 . 因 此 ,在 一 系 
列 对 换 之 后 有 
ts )7002700trO0r7) = El 了 2 丰富 请 其 2 二 (二 5 咯 寺 类 ) 
这 就 证 明了 (12) 与 (14) 是 一 致 的 . 
例如 ,axaaasas 是 4 阶 行列 式 中 一 项 ,r(2314)= 2,r(1243)= 1, 于 是 它 的 符号 应 
为 (-1) iereR aaaiaaasyT(4123)= 3, 因 而 它 的 符号 也 
是 (-1) =-1 
按 (12) 来 决定 行列 式 中 每 一 项 的 符号 的 好 处 在 于 , 行 指标 与 列 指 标的 地 位 是 对 称 
的 ,因而 为 了 决定 每 一 项 的 符号 ,我 们 同样 可 以 把 每 一 项 按 列 指标 排 起 来 ,于 是 定义 又 
可 写成 


Gil 了 R 
Cof Ca2n 和 
至 >》 ( 二 鹏 韭 四 Qii1Q5 Qi (《 除 ) 
Cni Qna 人 克 hn 
由 此 即 得 行列 式 的 下 列 性 质 : 
性 质 1 行列 互 换 , 行 列 式 不 变 . 即 
QI Qi Cn CI Cai 人 | 
2 4 QZ2n Qi QQ2z ”Qnr 
“|=| ， 和 (16) 
Cn1 Cn2 Cn Gin Ca2n 人 Qnn 


事实 上 ,元 素 w 在 (16) 的 右 端 位 于 第 7 行 第 : 列 , 这 就 是 说 ,是 它 的 列 指标 是 它 
的 行 指标 . 因 之 ,把 右 端 按 (15) 展 开 就 等 于 
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二 TUa jn 二 
汪 《 ] ) 人 Ca 


JUH271 


它 正 是 左 端 按 (6) 的 展开 式 .1 

《16) 中 等 式 右 边 的 行列 式 称 为 左边 行列 式 的 转 置 行列 式 .性 质 1 说 明 行 列 式 转 
置 , 值 不 变 . 

性 质 1 表明 ,在 行列 式 中 行 与 列 的 地 位 是 对 称 的 , 因 之 凡是 有 关 行 的 性 质 , 对 列 也 
同样 成 立 . 例 如 ,由 (8) 即 得 下 三 角形 的 行列 式 


人 0 0 … 0 
Ci CQ 0 0 

=QIIQ22 Con (17) 
QN1 Qnr2 GE03 人 


下 面 我 们 所 谈 的 行列 式 的 性 质 大 多 是 对 行 来 说 的 ,对 于 列 也 有 相同 的 性 质 ,就 不 
重复 了 . 


$4 区 阶 行列 式 的 性 质 


行列 式 的 计算 是 一 个 重要 的 问题 ,也 是 一 个 很 麻烦 的 问题 .” 阶 行列 式 一 共有 ml 
项 ,计算 它 就 需 做 上 ! (2-1) 个 乘法 . 当 半 较 大 时 ,n! 是 一 个 相当 大 的 数字 .直接 从 定义 
来 计算 行列 式 几乎 是 不 可 能 的 事 .因此 我 们 有 必要 进一步 讨论 行列 式 的 性 质 . 利 用 这 些 
性 质 可 以 化 简 行 列 式 的 计算 . 

在 行列 式 的 定义 中 ,虽然 每 一 项 是 个 元 素 的 乘积 ,但 是 由 于 这 ”个 元 素 是 取 自 
不 同 的 行 与 列 , 所 以 对 于 某 一 确定 的 行 中 半 个 元 素 ( 璧 如 ah ,aa,…，,an) 来 说 ,每 一 项 
都 含有 其 中 的 一 个 且 只 含有 其 中 的 一 个 元 素 . 因 之 ,mn 阶 行列 式 的 nl 项 可 以 分 成 导 组 ， 
第 一 组 的 项 都 含有 ci ,第 二 组 的 项 都 含有 oa ,等 等 .再 分 别 把 行 的 元 素 提出 来 ,就 有 


下 光村 
CS 

2 三 Qi 人 NT 二 Qiz 作 这 十 十 各 抽 二 (1) 
人 1 人 712 0 Qnr 


其 中 4 代表 那些 含有 ,的 项 在 提出 公 因 子 ,之 后 的 代数 和 .至 于 4 究竟 是 哪些 项 的 
和 ,我 们 暂且 不 管 ,到 $6 再 来 讨论 .从 以 上 讨论 可 以 知道 ,4 中 不 再 含有 第 行 的 元 素 ， 
也 就 是 Mi ,4 ,45m 全 与 行列 式 中 第 1 行 的 元 素 无 关 . 由 此 即 得 

性 质 2 


$4 区 阶 行列 式 的 性 质 站 是 


这 就 是 说 ,一 行 的 公 因子 可 以 提出 去 ,或 者 说 以 一 数 乘 行 列 式 的 一 行 就 相当 于 用 这 个 


数 乘 此 行列 式 . 
事实 上 ,由 (1) 得 
CN  Gi 
kai kan … kan|= 大 十 ER 二 
GAN Qinz Cn 
QQ Ca Qun 
学 下 (ail4di 二 让 5 几 疝 十 5 击 aa4m) = 丰 lon aa dan|. 1 
QI CQ2 2 您 击 
信人 =0 就 有 ,如 果 行 到 起 中 一行 为 地, 那么 行 到 式 为 
性 质 3 
Qii Qi Qin QU 2212 Qi ZI 2) Qi 
b+cl 加 十 C 机 | 全 | 而 庙 思 | 寺 | 总 机 
代 1 人 hi2 区 他 曾 Qi Qia Sa 他 订 GEA1 Qun2 人 Qin 


这 就 是 说 ,如 果 某 一 行 是 两 组 数 的 和 ,那么 这 个 行列 式 就 等 于 两 个 行列 式 的 和 ,而 这 两 
个 行列 武 除 这 一 行 以 外 全 与 原来 行列 式 的 对 应 的 行 一 样 
事实 上 , 设 这 一 行 是 第 i 行 ,于 是 


CQ11 Qi “ Qin 


本 于， 太 寺 C5| 二 ( 二 6 ) 遇 二 (区 击 6 首 二 二 和 ( 二 GE) 允 二 


人 


=(O4dDT 二 Ap 十 十 思 4 )+( Oddi 十 Cn) 


Zi QI QIn QI 4&I Qi 
兰 儿 故道 |+|c ( 1 
Ca 了 nm 四 Qnr ,1 Cn 人 久 m 


性 质 3 显然 可 以 推广 到 某 一 行为 多 组 数 的 和 的 情形 ,读者 可 以 自己 写 出 来 . 
再 根据 排列 的 性 质 , 我 们 有 : 
性 质 4 如 果 行 列 式 中 有 两 行 相同 ,那么 行列 式 为 零 .所 谓 两 行 相同 就 是 说 两 行 的 
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对 应 元 素 都 相等 . 
证 明 设 行 列 式 
QI Ci2 CGI 
QD Ci2 伺 
二 交 ( 人 (2) 
CH Ca ”Gin 
Co Cn2 本 Can 
中 第 ; 行 与 第 大 行 相同 , 即 
G1=Giry JE (3) 


为 了 证 明 (2) 为 零 ,只 需 证 明 (2) 的 右 端 所 出 现 的 项 全 能 两 两 相 消 就 行 了 .事实 上 ， 
与 项 


人 
《1 1 Qi 区 2 


同时 出 现 的 还 有 
人 
比较 这 两 项 ,由 (3) 有 


CC 


也 就 是 说 ,这 两 项 有 相同 的 数值 .但 是 排列 


相差 一 个 对 换 , 因 而 有 相反 的 奇偶 性 ,所 以 这 两 项 的 符号 相反 . 易 知 ,全 部 阶 排列 可 以 
按 上 述 形式 两 两 配对 . 因 之 ,在 (2) 的 右 端 ,对 于 每 一 项 都 有 一 数值 相同 但 符号 相反 的 
项 与 之 成 对 出 现 , 从 而 行列 式 为 零 . 

由 这 三 个 性 质 我 们 不 难 推 得 行列 式 其 他 的 一 些 性 质 . 

性 质 5 如果 行列 式 中 两 行 成 比例 ,那么 行列 式 为 零 . 


Qil CQ ”Cn CI CQ ” Qm 
全 语 CQ Er 而 Q 
: | 三 夺 ”|=0， 
Aa Aua pa Qi 刀 
全 | Qi2 CN Q@al Cn2 Cn 


这 里 第 一 步 是 根据 性 质 2, 第 二 步 是 根据 性 质 4. 1 


和 


$4 严 阶 行列 式 的 性 质 中 


2 
Qii+CQN Gep 二 CQ Qi 二 CQGAn 
QI Qi 本 Qi 
Cn CN2 他 和 nr 
C0 CQn ”Qin QI Ci ”Cn CI 2 “ Qin 
Ci Ca 他 CQ CQ 记 | CQ Qi C 忆 Qi 
=| 二 吕 昨 汪 : |=| : 让 
CQ Qi ”Qian CQ Q 包 慰 QH Qb @ 和 局 
Qi Ca2 2 位 on G11 Ca 下 Qin Ga Go2 PP 下 页 


这 里 ,第 一 步 是 根据 性 质 3 ,第 二 步 是 根据 性 质 5.‖ 
根据 性 质 6 即 得 
性 质 7 对 换行 列 式 中 两 行 的 位 置 , 行 列 式 反 且 
证 明 


CI Ci2 “Qin QZ Qi2 Qin 
语 网 本 Ra 人 
二 友 7 CQ Cn 
于 二 芝 和 本 
Qi1 Ciz “ @ 
0 人 
一 好 半 
了 Qan 
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Cn Qi2 Qin 2 0 Qi 
QU 代 忆 Ca CQ @ 
CC 0 ”一 Ga Ca Ca “Qi 
Qun Ca ”Ga Qi Cn ”” Qnn 


这 里 ,第 一 步 是 把 第 不行 加 到 第 : 行 , 第 二 步 是 把 第 行 的 -1 倍加 到 第 大 行 , 第 三 步 是 
把 第 开行 加 到 第 ; 行 ,最 后 再 把 第 大 行 的 公 因子 -1 提出 .| 

作为 行列 式 性 质 的 应 用 ,我 们 来 看 下 面 两 个 例子 . 

例 1 计算 阶 行列 式 


忆 0 0 0 
Da 六 
二 1 办 轧 冯 忆 
已 D 刀 


这 个 行列 式 的 特点 是 每 一 行 有 一 个 元 素 是 ,其 余 n-1 个 元 素 是 久 根 据 性 质 6, 把 
第 二 列 加 到 第 一 列 ,行列 式 不 变 , 再 把 第 三 列 加 到 第 一 列 ,行列 式 也 不 变 …… 直 到 第 
列 也 加 到 第 一 列 , 即 得 


a+(m=-l1)D 访 ] 玉 8 
a+(Pn=-l1) aa 8 … p 1 CC 0 4 
d=|a+(Pn=-1)5 0 ua |=[a+(z-1)0]|1 aa … 
caC+(7P-1) Da 1 DO 
把 第 二 行 到 第 行 都 分 别 加 上 第 一 行 的 -1 倍 ,就 有 

] 0 0 1 

0 au- 0 0 

d=[a+(n=-1)0]| 0 0 CC=b im 0 

0 0 0 0 


这 是 一 个 上 三 角形 的 行列 式 , 根 据 8$3 例 2 得 
d=[a+(n-1)0](a=-0 一 . 
例 2 一 个 阶 行 列 式 ,假设 它 的 元 素 满足 
人 三 一 三 2275 加 (4) 
就 称 为 反 称 行列 式 .我 们 来 证 明 ,奇数 阶 反 称 行列 式 等 于 0. 
由 (4) 立 即 推 知 ,as=-aa, 即 
ai=0，1=1,2，……,7. 


因此 ,此 行列 式 明显 地 写 出 来 就 是 


85 行列 式 的 计算 | 是 


0 CQ Qi3 QI 
一 E2 0 Q53 GD 
03 一 023 0 Q3 
一 Qi 一 G 三 本 寺 0 
由 性 质 1,2 有 
0 Qi12 Q13 Qi 0 -an 一 Q13 OOi 
一 Qi2 0 CQ23 Q2 Qi2 0 一 CQ23 一 Ga 
Q@ =|-as -aa 0 Qau|=|0i3 CQ23 0 一 Q3 
一 Qi 一 Q 己 训 二 0 亿 aa 0 
0 QI12 CI3 “ Qi 
一 Qi 0 Co23 Can 
办 二 及 
过 (二 | 二 人 一 二 二 0 wo | 
= 和 一 0 


当 半 为 奇数 时 ,得 4=-d, 因 而 4=0， 


8$5S 行列 式 的 计算 


下 面 我 们 利用 行列 式 的 性 质 给 出 一 个 计算 行列 式 的 方法 . 
在 $3 我 们 看 到 ,一 个 上 三 角形 行列 式 


CI Ca CC3 ”QQn 

0 aa 0 … Ga 

0 0 aa … aa 

0 0 0 0 
就 等 于 它 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 


这 个 计算 是 很 简单 的 .下 面 我 们 想 办 法 把 任意 的 呈 阶 行列 起 化 为 上 三 角形 行列 式 来 
计算 . 
为 了 便于 叙述 并 考虑 到 以 后 的 应 用 ,我 们 引进 矩阵 及 矩阵 的 初等 行 变换 的 概念 


和 “ 届 ， 各 "本 作 
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称 为 一 


是 一 


是 一 


行列 式 
Ci 公 1> Cr 
5 [人 
. (1) 
G 0@， 滨 
个 xm 矩阵 . 
例如 ， 
| 网 本 | 
4 
= 受 焊 鸡 
个 2x4 和 矩阵 ， 
国人 人 | 
0 1 | 
3 鸡 世 
个 3x3 和 矩阵 . 


数 wii=1,2,…,J=1,2,…a) 称 为 矩阵 (1) 的 (7) 元 素 , 简 称 为 元 ,; 称 为 元 素 


导 的 行 指标 称 为 列 指标 . 当 一 个 矩阵 的 元 素 全 是 某 一 数 域 尸 中 的 数 时 , 它 就 称 为 这 
一 数 域 P 上 的 矩阵 .在 上 面 所 举 的 例子 中 ,第 一 个 是 有 理 数 域 上 的 抢 阵 ,第 二 个 是 复数 


域 上 的 和 矩阵 . 
?ax 撮 阵 也 称 寺 阶 方 阵 . 一 个 半 阶 方 阵 
QI Qi 亿 i 
Ca Ca2> G2> 
剖 引 ， ， 
定义 一 个 芭 阶 行列 式 
丁 放 珈 v 宙 
称 为 矩阵 4 的 行列 式 , 记 作 |4 | . 
下 面 来 定义 矩阵 的 初等 行 变 换 ， 


各 全 6 ee 太 卫 


2) 二 阵 的 基 一 行 的 < 信 如 到 另 一行 ,这 里 。 是 中 任意 个: 
3) 互 换 年 阵 中 两 行 的 位 置 
一 般 说 来 ,一 个 矩阵 经 过 初等 行 变 换 后 ,就 变 成 了 另 一 个 窍 阵 .譬如 说 ,把 抢 阵 
TI 和 人 
2 由 冯 
下 21 3 


8$5 行列 式 的 计算 中 


第 工行 的 -2 倍加 到 第 2 行 ,就 得 到 矩阵 


站 人， 
0 1 =-4 0|， 
= 之 外 号 
当 和 矩阵 4 经 过 初等 行 变 换 变 成 矩阵 召 时 ,我 们 写成 
4 一 忆 . 
我 们 称 形 式 如 
0 [1 2 一 ! 2 下 三 业 亿 工 | 
0 0 0 1 ，|0 0L1. 历 当 | 012. 1 
0 0 0 0 0 0 0 3 0 01 3 


的 矩阵 为 阶梯 形 和 矩阵 .它们 的 任 一 行 从 第 一 个 元 素 起 至 该 行 的 第 一 个 非 零 元 素 所 在 的 
下 方 全 为 零 ; 如 该 行 全 为 零 , 则 它 的 下 面 的 行 也 全 为 零 . 
可 以 证 明 ,任意 一 个 矩阵 经 过 一 系列 初等 行 变换 总 能 变 成 阶梯 形 和 矩阵 


2 


事实 上 , 设 


QZ Qi Qi 

2 CC 
达 

家 1 泡 m 


我 们 看 第 1 列 的 元 素 el ,ax ,…,a, 只 要 其 中 有 一 个 不 为 零 , 用 初等 行 变 换 3 ) ， 
总 能 使 第 1 列 的 第 1 个 元 素 不 为 零 ,然后 从 第 2 行 开始 ,每 一 行 都 加 上 第 工行 的 一 个 适 
当 的 倍数 ,于 是 第 1 列 除 去 第 1 个 元 素 外 就 全 是 零 了 .这 就 是 说 ,经 过 一 系列 初等 行 变 
换 后 


/ / 人 / 
CH Qia CD 
人 7 
0 az 3 
4 一 .= 
和 过 ， 


对 于 J 中 右 下 角 的 一 块 


再 重复 以 上 的 做 法 .如 此 做 下 去 直到 变 成 阶梯 形 为 止 .如 果 原 来 矩阵 4 中 第 1 列 的 元 素 
全 为 零 ,那么 就 依次 考虑 它 的 第 2 列 的 元 素 ,等 等 .例如 , 设 


0 用、 二 业 ， :一 和 滥 
1 4 一 1 0 2 

4= 5 
-1 -4 全 ”= 人 
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1 过 :一齐 0 之 1 大 = 0 2 
0 日” 二 和 si 人 从“ 去 人 
入 一， = 

-1 =-4 六 = 介 0 0 1 “二 ( 光 
2 8 1 1 0 0 3 1 一 4 

1] 4 =! 和 2 | 0 学 

U 区 = 了 Ed 芝 U 和 = = 风 

二 一 | 
0 0 0 ， =2 ”和 QQ QQ =2 4 
0 0 个 ” 沽 入 0 0 0 人 二 


这 样 就 把 4 变 成 了 一 个 阶梯 形 和 矩阵 . 

现在 回 过 来 讨论 行列 式 的 计算 问题 .一 个 和 阶 行列 式 可 看 成 是 由 一 个 到 阶 方 阵 4 
决定 的 ,对 于 和 抢 阵 可 以 作 初 等 行 变 换 , 而 行列 式 的 性 质 2,6,7 正 是 说 明了 方 阵 的 初等 
行 变换 对 于 行列 式 的 值 的 影响 .每 个 方 阵 4 总 可 以 经 过 一 系列 的 初等 行 变 换 变 成 阶梯 
形 方 阵 刀 由 行列 式 性 质 2,6,7, 对 方 阵 每 作 一 次 初等 行 变换 ,相应 地 ,行列 式 或 者 不 变 ， 
或 者 差 一 非 零 的 倍数 ,也 就 是 

14 | = 了 7 了 |， 天 关 0. 

显然 ,阶梯 形 方 阵 的 行列 式 都 是 上 三 角形 的 ,因此 |J | 是 容易 计算 的 . 


< 号: 和 
1 < 有 这 5 < 
本 3 
2 2 Epo 
1 -有 3 
oo-3a 2 17| lo-a 2 17 
lo 2 -34 -26| lo 016 8 
1 0 07 10 
ii -站 竹本 
他 = 
=-|0 0 16 8 =-(-13)x16x 了 =13x8x3=312. 
0 让 站 过 
2 


这 里 ,第 一 步 是 互 换 第 1,2 两 行 ,以 下 都 是 把 一 行 的 倍数 加 到 另 一 
不 难 算出 ,用 这 个 方法 计算 一 个 阶 的 数字 行列 式 只 二 +2n-3 次 乘法 和 除 


法 .特别 当 Easy 总 该 看 到 ,这 个 方 
法 完全 是 机 械 的 ,因而 可 以 用 计算 机 按 这 个 方法 来 进行 行列 式 的 计算 . 

最 后 我 们 指出 ,对 于 矩阵 我 们 同样 地 可 以 定义 初等 列 变换 , 即 

1 以 数 域 P 中 一 人 列 ; 


和 人 F1 二 全 类 0 汕 


为 了 计算 行列 式 .我们 了 可 以 允 娄 阵 利 行 和 等 区 变 罗 有 有 友和 ,同时 用 初等 行 变换 


8$6 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展开 中 重 


和 初等 列 变换 ,行列 式 的 计算 可 以 更 简单 些 . 
和 矩阵 的 初等 行 变 换 与 初等 列 变换 统称 为 初等 变换 . 


8$6 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展开 
在 $4 我 们 看 到 ,对 于 阶 行列 式 , 有 


| 人) 


C 刘 Qnaz 和 CQ 天 及 
现在 就 来 研究 这 些 4j(iJ=1,2,…,) 究 竟 是 什么 ,并 用 以 将 壮 阶 行列 式 的 计算 降 为 较 
低 阶 的 行列 式 的 计算 . 
我 们 知道 ,三 阶 行列 式 可 以 通过 二 阶 行列 式 表 示 : 


CQ22 Ca23 


620 妆 区 2 中 二 生计 0 人 


Ca CQ33 C31  QG53 CQ31 0Q32 


与 此 相仿 ,4; 也 是 一 些 带 有 正 ` 负 号 的 nz-1 阶 行列 式 .为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 引入 
定义 7 在 行列 式 


CO ”Qnr Qin 
Qi ji 双 
ae 0 


码 


| 剩 下 的 ("-1) 个 元 素 按 原来 的 排 法 构成 一 个 


年 人 


有 二 


20 | Ca ”也 上 
全 (3) 
CE Ge 
公 1 了 久未 到 j CQ 了 mw 
除 为 元 素 ui 的 余子 式 , 记 为 f 
按 这 个 定义 ,(2) 可 以 改写 为 
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Qi QQ Qi 
al aa aa3| =aiWM-aoMia+asMi， 


QZ3l 0Q3z Ga33 


下 面 就 来 证 明 


4=(-1) 11 《4) 
为 此 ,我 们 先 由 行列 式 的 定义 证 明 于 阶 与 w-1 阶 行列 式 的 下 面 这 个 关系 
QU Qi12 1 Qir 
Q1 Ci2 Qia=1 
Qazi CQ22 0 Qan 
Qal Ca2z CQa2,a-i 
: : : (5 
CR CR 人 2 和 
Qn-1,1 Qi-1,2 En 全 二 
0 0 … 0 1 


事实 上 ,(5) 式 左 端 行列 式 的 展开 式 


( | ) T(JU2yn-Vn) ay Ga 


六 1 万 -1@ 


Ju 而 


中 只 有 户 = 的 项 才 可 能 不 为 零 ,而 cv=1, 因 此 左 端 为 
区 ( 一 和 ) 2 


Ja 7 


显然 六 记 …… 广 -是 1 4 入， 二 ,> 起 三 的 排列 ,县 
人 ( 太 产 一 六 -二 三 克 人 7 访 天 六 - 庆 


F 一 -1 


这 就 证 明了 (5). 
为 了 证 明 (4) ,在 (1) 中 令 


G 放 一 “一 人 一 =an=0， =1， 
14 
即 得 
QI 人 CJ1 CT Cr 
本 两 Gil Qi Cl ”Clin 
4, = 0 5 0 1 0 5 0 
Ci ii CET Qi 人 LT 人 Ri 
Qi @ARy- 呈 而 Cn @@ 款 
Qi Qi Ci “” 人 
Qi-1,1 人 | Ciiy Ci-l .1 Cn 


=(-1) 一 |a = QQ Q 0 
证 1 ,1 | 和 +1 奈 1. 产 1 计 ] ,nm 


86 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展开 作用 


Ci ”OF GT ”2 Qi 


Qi-1,1 1 Qi-1 -1 Qi-iwrl se ia Qi- 


二 aa aa 
一 Girl,1 QI Qiual Qisln Gil， 


= (= 人 人 NM =LD) Mr 

这 里 ,第 一 步 是 依次 地 把 第 行 与 它 下 边 的 一 行 对 换 , 直 到 把 它 换 到 第 行为 止 , 这 样 
一 共 换 了 mn 一次 , 因 之 行列 式 差 一 个 符号 (-1)”; 第 二 步 是 同样 地 把 第 7 列 换 到 第 
列 ; 再 利用 (5) 与 显然 的 关系 (-1)” ”=(-1)“ 即 得 (4). 1 

定义 8 ”上面 所 提 到 的 4 称 为 元 素 w 的 代数 余子 式 . 

这 样 , 公 式 (1) 就 是 说 ,行列 式 等 于 某 一 行 的 元 素 分 别 与 它们 代数 余子 式 的 乘积 之 
和 .在 (1) 中 ,如 果 令 第 i 行 的 元 素 等 于 另外 一 行 ,譬如 说 ,第 丰 行 的 元 素 ,也 就 是 

GE 二 区 由， 帮 三 二 3 元) 此 天 到 

于 是 


CT ”in 


an ”Qi 第 关 行 
马帮 胡 让 十" 二 @ 二 用 三 


CH “CQ 


右 喘 的 行列 式 含有 两 个 相同 的 行 ,应 该 为 零 ,这 就 是 说 ， 在 行列 式 中 ,一 行 的 元 素 与 另 
一 和 应 元 的 代数 人 子 趟 的 节 职 之 和 为 

基于 行列 式 中 行 与 列 的 对 称 性 ,在 以 上 的 公式 和 讨论 中 把 行 换 成 列 也 一 样 . 综 上 
所 述 , 即 得 


定理 3 设 
40 2 C 
CQaf 况 2 Q@ 
坟 = ， 
CH1 12 人 Gnn 
4 表示 无 素 mw 的 代数 余子 式 , 则 下 列 公式 成 立 ， 
达 宝 “着 三 
oo taadattan4a=0， 入 (6) 
d， /=)， 
outas4at ta 0 汪 7 (7) 
用 连 加 号 简写 为 


51 


52 


11 第 二 章 行列 式 


时 au4a= 
“二 
二 or|o IF) | 

在 =3 时 ,公式 (6) 有 明显 的 几何 意义 .如 果 把 行列 式 的 行 看 作 向 量 在 直角 坐标 
系 下 的 坐标 , 即 设 


Er=(Giiy Cizy5) = 一 (GaiyGayaoaj 友 三 (CaryGaoyGss)， 


世 ， 大 三 富 ， 
必 大 天 1 


那么 
axas=(4 ,443)， 
于 是 
04+aodo+aada3=ai (axas)， 
aai4i+azda+dasda=a (axas)=0， 
aildii+aadv+aasday=as， (axai)= 0. 
在 计算 数字 行列 式 时 ,直接 应 用 展开 式 (6) 或 (7) 不 一 定 能 简化 计算 ,因为 把 一 个 
!_ 阶 行列 式 的 计算 换 成 于 个 ma-1 阶 行列 式 的 计算 并 不 减少 计算 量 , 只 是 在 行列 式 中 某 
一 行 或 某 一 列 含 有 较 多 的 零 时 ,应 用 公式 (6) 或 (7) 才 有 意义 .但 这 两 个 公式 在 理论 上 


是 重要 的 . 
例 1 行列 式 
5 1 
5 汪 cf 多 
1 7 25 2 -22 3 1 
网 玫 | 
0 -2 3 1 0|=(=19252 ==2M5| -机 ef 玉 
0 < 1 
0 =4 =1,， 站 0 2 35 
g 区 
0 2 350 
-2 3 1 
=-10| 0 -7 2=(=10)x(=2) 光 
各 站 
0 生 6 


=20(-42-12)= -1080. 
这 里 第 一 步 是 按 第 5 列 展 开 ,然后 再 按 第 一 列 展开 ,这 样 就 归结 到 一 个 三 阶 行列 式 的 


计算 . 
例 2 行列 式 
] 1 ] 1 
Ci CQ 03 他 
d=|o me 0 (8) 
| 有 一 | 大 R-1 
QI QG2 G3 人 亿 


称 为 ” 阶 的 范 德 蒙 德 ( Vandermonde) 行列 式 .我 们 来 证 明 ,对 任意 的 w(n>2) ,n 阶 范 德 


我 们 对 了 工作 归纳 法 . 


86 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展开 1 有 


当 =2 时 ， 
3 
&i 2z 
结果 是 对 的 . 设 对 于 -1 阶 的 范 德 蒙 德行 列 式 结论 成 立 ,现在 来 看 ” 阶 的 情形 . 

在 (8) 中 ,第 行 减 去 第 -1 行 的 a 倍 , 第 "1 行 减 去 第 an-2 行 的 倍 .也 就 是 由 
下 而 上 依次 地 从 每 一 行 减 去 它 上 一 行 的 ww 倍 ,有 


=awa-Qi， 


1 1 1 5 1 
0 Ga 一 QI aa 一 Qi 沪 世 一 它 | 
2 2 } 
d=|0 俩 二 CiG5 03 一 CiCa 5 他 二 区 全 


0 ml _ 有 一 了 1 -了 证 2 
Ga QQC2> 3 人 1C3 人 CC 


CD 一 CQ 5 Q, 一 Qi 
2、 2 一 人 2_ 
| Q3 一 QI1Q3 QQG1G， 
F-1 nm-2 严 一 上 B~2 mm 一 | 严 一 2 
QZz 一 102 Ca 一 QQ3 0 
1] 1 1 
Ca2 Q3 ”2 
2 2 2 
=( 桓 =Cr) 0G3 一 GD) (as 一 G) | cz 3 
Mi 一 2 1 了 二 nm- 了 
22 Q3 QGn 


后 面 这 行列 式 是 一 个 -1 阶 的 范 德 蒙 德 行列 式 ,根据 归纳 法 假设 , 它 等 于 所 有 可 能 差 
ar-a(2<J<i<n) 的 乘积 ;而 包含 o, 的 差 全 在 前 面 出 现 了 . 因 之 ,结论 对 阶 范 德 蒙 德 
行列 式 也 成 立 .根据 数学 归纳 法 ,完成 了 证 明 .1 


用 连 乘 号 ,这 个 结果 可 以 简写 为 
1 
二 泛 Rs .证 
中 = (oo-o). 


例 3 证 明 : 
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中 第 二 章 行列 式 
色 六 axr 0 0 
6 中 
0 0 QI11 东 
CT ex or 站 7 了 
5 ， 后 上 1 rr 
Cri C 状 0 届 
(9) 
我 们 对 于 用 数学 归纳 法 . 
当 上 =1 时 ,(9) 的 左 端 为 
ai 人 0 
cl pi 四 
字 ii Ni 必 ， 


按 第 一 行 展开 ,就 得 到 所 要 的 结论 . 
假设 (9) 对 4=m-1, 即 左 端 行列 式 的 左上 角 是 m=1 
的 情形 , 按 第 一 行 展 开 , 有 


阶 时 已 经 成 立 ,现在 来 看 上 =mn 


QH1 人 im 0 0 CQ22 Co2m 0 0 
Q@ml Ginm 0 0 Qi2 @mm 0 0 
二 Qi 十 。， 
Ci ci 呈 ; 国人 oO 
Cri Cr 0 4 C2 如 rr 0 0 
Q21 Q5i1 Caitrl am 0 0 
1 4 岗 1 人 Qm il 纪 wnm 0 0 
二 = Ci 
Cl EL cm ”Or 
Cl Chi Cril 0 让 
C2l Q2a,m-1 0 so 0 
T 现 ] 侣 入 而 = 0 0 
一) Qim 岂 六 
cii Cim=l 11 1 
Cl 本 br 
2Q2a am CQal Q21 Qaiti Qam 
人 s 
Ci1 惩 十 
Qn2 Qnr ml Cn,i-l  Gnsiri Cnmm 


8$7 克拉 默 ( Cramer) 法 则 中 


Ga2i Ca2.m-1i bi 忆 
+(-UDrnaw| : : | : 
Ca Cn， 1 bi 4 
QT Ci 忆 
CQ 斑 工 了 Cn pH 人 


这 里 第 二 个 等 号 是 用 了 归纳 法 假定 ,最 后 一 步 是 根据 按 一 行 展 开 的 公式 . 
根据 归纳 法 原理 ,(9) 式 普遍 成 立 . 


8$87 殉 拉 默 (Cramer) 法 则 


现在 我 们 来 应 用 行列 式 解决 线性 方程 组 的 问题 .在 这 里 只 考虑 方程 个 数 与 未 知 量 
的 个 数 相等 的 情形 .以 后 会 看 到 ,这 是 一 个 重要 的 情形 .至 于 更 一 般 的 情形 留 到 下 一 章 
讨论 .下 面 我 们 将 得 出 与 二 元 和 三 元 线性 方程 组 相仿 的 公式 . 

本 节 的 主要 结果 是 

定理 4 如 果 线 性 方程 组 


CGIt 区 1 十 Gil2 天 2 十 …… 十 双人 和 三 起， 


Ca 区 十 Oo%a 十 十 Ga 和 三 0 ， 


(1) 
QIXI 二 GOX 二 十 GO 二 
的 系数 乱 阵 
Ci QI2 ZI 
C2l 02 ”0Qan 
夺 . 《2) 
站， 充 吉 亿 
的 行列 式 , 即 系数 行列 式 
E= | 忒 | 关 0， 
那么 线性 方程 组 (1) 有 解 ,并 且 解 是 唯一 的 , 解 可 以 通过 系数 表 为 
dd 中 _ 
0 0 二 1 (3 


Cii CI 六 ! 已 Girl Qi 
| 本 有 /2 Ca ””” Con 
必 = aa 。 as 站 ? 三 2 (4) 
Cni GT Ge C 
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定理 中 包含 着 三 个 结论 :1* 方 程 组 有 解 ;2* 解 是 唯一 的 ;3* 解 由 公式 (3) 给 出 .这 三 
个 结论 是 有 联系 的 ,因此 证 明 的 步骤 是 ， 
册 册 1 站 本 
1 本 | 于 5 滞 代 人 方程 组 ,验证 它 确 是 解 . 
2. 假如 方程 组 有 解 , 证 明 它 的 解 必 由 公 趟 (3) 给 出 . 
在 下 面 的 证 明 中 ,为 了 写 起 来 简短 些 ,我 们 将 尽量 用 连 加 号 并 . 连 加 号 在 前 面 我 们 


已 用 过 几 次 ,这 样 的 符号 用 熟 了 有 很 大 方便 . 
证 明 1. 把 方程 组 (1) 简 写 为 


> aixi = 1= ] ,2 ,… ,7 (5) 
=1! 


首先 来 证 明 (3) 的 确 是 (1) 的 解 .把 (3) 代 入 第 个 方程 , 左 端 为 
站 员 中 1 内 
本 5 抽 Ga5d (6) 


和 =I 
因为 
友 = 思 4 + 思 54 上 + 十 记 4 = 隐 4， 


所 以 


根据 定理 3 中 公式 (6) ,有 


于 仿 1 
本 [二 4 小 = 了 本 = 引 
这 与 第 个 方程 的 右 端 一 致 . 换 句 话说 ,把 (3) 代 人 方程 使 它们 同时 变 成 恒等式 ,因而 


(3 ) 确 为 方程 组 (1) 的 解 . 
2. 设 (eic ,cuv) 是 方程 组 (1) 的 一 个 解 , 于 是 有 个 恒等式 
全 CG 三 抽 这 2 下 和 
他 
为 了 证 明 c = 了 ,我 们 取 系数 矩阵 中 第 大 列 元 素 的 代数 余子 式 4 4x ,4 用 它们 
分 别 乘 (7) 中 对 个 恒等式 ,有 


4 亲 ae = 六 A 二,2， ni， 
这 还 是 元 个 恒等式 .把 它们 加 起 来 , 即 得 
SS 到 (8) 
等 式 右 端 等 于 在 行列 式 4 按 第 上 列 的 展开 式 中 把 w 分 别 换 成 凡 (i= 1,2,…,n) ,因此 ， 


它 等 于 把 行列 式 ! 中 第 左 列 换 成 六 ,加 ,，…, 包 所 得 的 行列 式 ,也 就 是 i. 再 来 看 (8 ) 的 左 
端 . 即 


$7 克拉 歌 (Cramer) 法 则 | 是 


- 关 玫 间 


放 六 ai4axci = 训 | > 已 


提 
j=1 上 =1 jJ=1! Je=1 isi | 


心 

2 
呈 
要 
中 

M 
入 

屏 
9 
中 


d，7J= 丰 ， 
4 交 了 天 下 
所 以 
二 | 于 sjs=w 
于 是 ,，(8) 即 为 
dc =di， 大 =1, 2 用 
也 就 是 
他 
CC 了 ， =1,2 必 
这 就 是 说 ,如 果 (cj,cz，…，,c,) 是 方程 组 的 一 个 解 , 它 必 为 
(人 的 (9) 
dd dd) 
因而 方程 组 最 多 有 一 组 解 .| 
定理 4 通常 称 为 克拉 默 法 则 . 
例 1 解 方程 组 
2Y%i 十 区， 一 六 克 十 刀 ， 二 退 ， 
号 一 4 二 9 
257 一 站 yy 六 则 人 过 三 六 
xi +4x -7Tx +6xr =0. 
方程 组 的 系数 行列 式 
2 = ] 
2 
0 久 二 ] 
1 本 =7 6 


2 8 -5 1 
] 9 0 = 一 6 
吃 = =-108 ， 
= 一 3 二 
1 0 一 7 6 
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并 
1 -8 人 才 

由 = =-27， 
中 
1 4 0 6 
二 
1 -3 0 9 

d,= =27， 
大 ”区 
1 姑 地 和 


所 以 方程 组 的 唯一 解 为 =3,x*z=-4,23= 一 1,x4=1， 
应 该 注意 ,定理 4 所 讨论 的 只 是 系数 答 阵 的 行列 式 不 为 零 的 方程 组 , 它 只 能 应 用 
于 这 种 方程 组 ;至 于 方程 组 的 系数 行列 式 为 零 的 情形 ,将 在 下 一 章 的 一 般 情 形 中 一 并 
讨论 . 
常数 项 全 为 零 的 线性 方程 组 称 为 齐 次 线性 方程 组 .显然 , 齐 次 线性 方程 组 总 是 有 
解 的 ,因为 (0,0,…,0) 就 是 一 个 解 , 它 称 为 零 解 .对 于 齐 次 线性 方程 组 ,我 们 关心 的 问 
题 常 常 是 , 它 除 去 零 解 以 外 还 有 没有 其 他 解 ,或 者 说 , 它 有 没有 非 零 解 .对 于 方程 个 数 
与 未 知 量 个 数 相同 的 齐 次 线性 方程 组 ,应 用 克拉 默 法 则 就 有 
定理 5 如 果 齐 次 线性 方程 组 
人 下 瑟 二 2 玉 25 二 和 5 
本 5i 半 芭 二 妃 计 5 二 0 区 ,三 位 ， 
(10) 


QulX1 十 Qi2Xa 十 ……， 十 QanXn 二 0 


那么 必 有 AD 
证 明 应 用 克拉 默 法 则 ,因为 行列 式 di 中 有 一 列 为 零 ,所 以 
杷 =0， jE1，2，77 也 。 
这 就 是 说 , 它 的 唯一 的 解 是 
dd ， 
人 
例 2 求 A 在 什么 条 件 下 ,方程 组 
二 机 


] =(0,0,” ,0)， 1 


xi+Ax:=0 
有 非 零 解 . 
根据 定理 5, 如 果 方 程 组 有 非 零 解 ,那么 系数 行列 式 
二 九 “一 了 会 全 
从 


所 以 人 A=+1. 不 难 验证 , 当 A=+l 时 ,方程 组 确 有 非 零 解 . 
克拉 黑 法 则 的 意义 主要 在 于 它 给 出 了 解 与 系数 的 明显 关系 ,这 一 点 在 以 后 许多 问 
题 的 讨论 中 是 重要 的 .但 是 用 克拉 默 法 则 进行 计算 是 不 方便 的 ,因为 按 这 一 法 则 解 一 
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个 个 未 知 量 寺 个 方程 的 线性 方程 组 就 要 计算 +1l 个 m 阶 行列 式 , 这 个 计算 量 是 
很 大 的 . 


8 拉 普 拉 斯 (Laplace) 定 理 . 行列 式 的 乘法 规则 


这 一 节 介 绍 行列 式 的 拉 普 拉 斯 定理 ,这 个 定理 可 以 看 成 是 行列 式 按 一 行 展开 公式 
的 推广 . 

首先 我 们 把 余子 式 和 代数 余子 式 的 概念 加 以 推广 - 

9 在 半 阶 行列 式 忆 中 任意 选 定 丰 行 夺 列 (E 生 m) ， 全 了 全 人 和 信介 家 点 上 


1 


阶 子 式 M 的 余子 式 . 

从 定义 立刻 看 出 ,f 也 是 Jf' 的 余子 式 ,所 以 W 和 1r' 可 以 称 为 卫 的 一 对 互 余 的 
子 式 ， 

例 1 在 4 阶 行列 式 


1 2 1 直 
届 ” 一 
万 三 
0 | 
0 LE 邓 
中 选 定 第 1.3 行 ,第 2.4 列 得 到 一 个 二 阶 子 式 
-| | 
于 玉 忆 
f 的 余子 式 为 
[| 
财 '= 
《| 
例 2 在 5 阶 行列 式 
Cr Qi CI3 Ci 415 
Ca QQ 3 二 


CQ 0C05 
性 = |aza 023 025 
Ca QQs 0Q45 
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是 一 对 互 余 的 子 式 ， 

定义 10 设 刀 的 大 阶 子 式 MW 在 也 下 新 从 全 和 列 指 首 生生 站 
六 ,… 二 则 W 的 余子 式 Mr 前 面 加 上 符号 (-0 各 后 称 为 W 的 代数 余 
子 式 . 

例如 ,上 述 例 1 中 W 的 代数 余子 式 是 

(1 
上 面 例 2 中 的 代数 余子 式 为 
用 本 和 
因为 W 与 M' 位 于 行列 式 也 中 不 同 的 行 和 不 同 的 列 , 所 以 我 们 有 下 述 
引 理 ”行列 式 忆 的 任 一 个 子 式 W 与 它 的 代数 余子 式 4 的 乘积 中 的 每 一 项 都 是 行 


Qi Ci CE QI Qin 
M 
| 0 
CE CQGhrl QU QH 鼠 la1 
jf7 
Qi Qi QZ Qt Q 
此 时 W 的 代数 余子 式 
4= ( | ) {1+2+，…+K) + It2+6) 1 
1 的 每 一 项 都 可 写作 


GiniC2a “Cha 
其 中 aaa…axs 是 1,2,… 尖 的 一 个 排列 ,所 以 这 一 项 前 面 所 带 的 符号 为 (-1)” "2  。 
1r' 中 每 一 项 都 可 写作 


CUTLBH1QU+r2.Bta “Qnps9 


其 中 内 是 4+1,i+2,… 和 的 一 个 排列 ,这 一 项 前 面 所 带 的 符号 是 


人 si z((Bk+i-k) CBN+2-6 (Bo-)) 


这 两 项 的 乘积 是 
CiaiGaai “QQGkrlBie “Cnp。 9 
前 面 的 符号 是 


( = 过 ) Tfada2cak)+T(CBA+IA)CBN+2 一 (8 一 上) ) 


因为 每 个 B 比 每 个 ae 都 大 ,所 以 上 述 符号 等 于 
( | ) aiea we pa) 
因此 这 个 乘积 是 行列 式 刀 中 的 一 项 而 且 符号 相同 . 
下 面 来 证 明 一 般 情形 . 设 子 式 W 位 于 忆 的 第 证 ,去 行 ,第 六 ' 因 列 ,这 里 
而 长 庆 安 57 妆 基 区 7 
变换 忆 中 行列 的 次 序 使 W 位 于 嘱 的 左上 角 . 为 此 , 先 把 第 一 行 依次 与 第 六-1, 宝 - 
2,…,2,1 行 对 换 . 这 样 经 过 了 -1 次 对 换 而 将 第 石 行 换 到 第 1 行 .再 将 到 行 依次 与 第 
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Da-1P-2, ,2 行 对 换 而 换 到 第 2 行 , 一 共 经 过 了 3 和 -2 次 对 换 . 如 此 继续 进行 ,一共 经 
过 了 
【《 癌 二 开放 于 (站 二 二 7) 二 (而 二 有 三 区 让 示 而 下 < 村 有 二 (1 二 2 二 二 后 ) 
次 行 对 换 而 把 第 袜 ,,… 愤 行 依次 换 到 第 1,2,…, 行 . 
利用 类 似 的 列 对 换 , 可 以 将 朵 的 列 换 到 第 1,2,…, 丰 列 , 一 共 作 了 
《而 一 开 ) 十 ( 方 一 2 二 < 太一 有 三 攻 广 二 和 向 志 用) 一 人 12) 
次 列 对 换 . 
我 们 用 凡 表示 这 样 变 换 后 所 得 的 新 行列 式 ,那么 
万 = (1 Gear082rrrDYGer (42 直 丰 = (一 1 二 有 
由 此 看 出 ,D,， 和 嘱 的 展开 式 中 出 现 的 项 是 一 样 的 ,只 是 每 一 项 都 相差 符 
导 ( 一 TH 
现在 米 位 于 六 的 左上 角 , 它 在 忆 中 的 余子 式 与 代数 余子 式 都 是 朵 ,所 以 MM 中 
每 一 项 都 是 D, 中 的 一 项 而 且 符 号 一 致 .但 是 
1 = (1 ， 
所 以 M4 中 每 一 项 都 与 六 中 一 项 相等 而 且 符号 一 致 . 
定理 6( 拉 莹 拉 斯 定理 ) ” 设 在 行列 式 刀 中 任意 取 定 了 k(1<k<n-1) 个 行 .由 这 上 


人 


Si 


证 明 设 忆 中 取 定 大 行 后 得 到 的 子 式 为 Wi ,NM ,它们 的 代数 余子 式 分 别 为 
41,4a，…,4， 定 理 要 求证 明 
D=M4+M24:+…+M 4 
根据 引 理 ,1W,4, 中 每 一 项 都 是 D 中 一 项 而 且 符 号 相同 .而且 Mi4 和 MA4(0i 关 7 门 无 公共 
项 .因此 为 了 证 明定 理 , 只 要 证 明 等 式 两 边 项 数 相等 就 可 以 了 .显然 等 式 左 边 共 有 zl 
项 ,为 了 计算 右边 的 项 数 ,首先 来 求 出 上 根据 子 式 的 取 法 知道 


RE 
”大 1 人 局 了 
因为 戏 , 中 共有 如 项 ,4, 中 共有 (nm 一 kt) 1! 项 .所 以 右边 共有 
大 1 (PE)1 = 
项 .定理 得 证 . ‖ 
例 3 在 行列 式 
1 八 再" 演 
0 -1 2 1 
内 = 
1 0 到 
0 让 洱 了 


中 取 定 第 一 、 三 行 , 得 到 六 个 子 式 : 


T 这 1 1 1 过 
M,= ， Hi;= ， Mi = ? 
和 = 0 2 0 1 
下 | 委 洒 过 二 痢 
外 “| 们 学 | 
它们 对 应 的 代数 余子 式 为 
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| 第 二 章 行列 式 
下 =(=1JGa2w042M7 = ， AiE(=TJUarai 三 =， 
= 生生 罗 三 人 = CC942 条， 
4 =(-1JCB220 有 1 =- 有 二 (二 们 (av 有 =， 
根据 拉 普 拉 斯 定理 ， 
=1M4+HM24+…+1M1 4 
1 2 1 3 从 放 4|10 1 
je 
4||11 0 
中 虽 小 玉 1 中 下 中 | | 


=(=-1)x(=-8)-2x(=3)+1x(=-1)+5xIi-6x3+(=-7)x1 
=8+6=-1+5-18=-7=-=-7. 
从 这 个 例子 来 看 ,利用 拉 普 拉 斯 定理 来 计算 行列 式 一 般 是 不 方便 的 . 
要 是 在 理论 方面 应 用 . 
利用 拉 普 拉 斯 定理 ,可 以 证 明 
定理 7 两 个 ” 阶 行列 式 


Ci 4 Qin 
Ca 02 ”Cn 
Di=| . 
@A1 人 ,2 亿 
和 
or bn 上 计 
D,= 和 人 o 
0 Da 0 
的 乘积 等 于 一 个 王 阶 行列 式 
CN Crz Cl 
< 2 Ca 
Cu Coz 丰 a 


其 中 oj 是 忌 的 第 站 行 元 素 分 别 与 


5 “+Q D 


证 明 作 一 个 27 阶 行列 式 


人 


这 个 定理 主 
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Ci Qi Qi 0 
C21  Q22 Q2n 0 0 
全 1， 写 o E (0 0 0 
认 运 
= 0 0 如 12 bn 
0 =-! 0 pb， Da 0 
0 0 二 届 2 Do 
根据 拉 普 拉 斯 定理 ,将 刀 按 前 半 行 展开 . 则 因 忆 中 前 壮 行 除去 左上 角 那 个 阶 子 式 外 ， 
其 余 的 于 阶 子 式 都 等 于 零 .所 以 
QI Ci 6 bm 
认 吕 后 5 出 D 
站 = 1 是 如 | 区 辣 
CQnl Qoa 六 4 故 
现在 来 证 D=C. 对 也 作 初 等 行 变换 .将 第 +1 行 的 ai 倍 , 第 n+2 行 的 cv 倍 :…… 第 
2 行 的 ou 倍加 到 第 一 行 ,得 
0 0 古本 语 沁 6 
看 二 代 而 : 必 .人 堆 0 
在 : 克 站 ， 用 0 0 
内 三 
= 0 届 六 2 ln 
日 ”一 ] 机， 个 D 
0 0 =] 5 二 bn 
再 依次 将 第 7 十 ] 行 的 Qii( 天 =2,3，… ,1) 倍 ,第 丸 十 了 行 的 ap 倍 人 第 2 行 的 wu 倍加 到 
第 上行 ,就 得 
0 cl cn Ch 
0 car 22 Can 
0 Ci Cn2 Cn 
一 
< 4 0 0 
0 =1 0 0 0 0 
0 0 = 久光 也 


理 


这 个 行列 式 的 前 半 行 也 只 可 能 有 一 个 半 阶 子 式 不 为 零 ,因此 由 拉 普 拉 斯 定理 
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cil cn EC 号 
出 志 全 人 = 本 让 5 本 
Cn Ca2 疡 > 忆 1 0 0 本 
定理 得 证 .‖ 


上 述 定理 也 称 为 行列 式 的 乘法 定理 . 它 的 意义 到 第 四 章 $ 3 中 就 完全 清楚 了 . 


习 题 


ee 


. 判定 以 下 9 阶 排列 的 斤 序数 ,从 而 判定 它们 的 奇偶 性 : 

1) 134782695; 2) 217986354; 3) 987654321. 
2. 选择 :与 人 ,使 
1) 1274;5619 成 偶 排列 ; 2) 1i2544897 成 奇 排 列 . 


3. 写 出 把 排列 12435 变 成 排列 25341 的 那些 对 换 . 
4. 判定 排列 (a-1)…21 的 逆序 数 , 并 讨论 它 的 奇偶 性 . 
5. 如 果 排 列 xx:…xvx, 的 道 序数 为 大, 排列 xx …xaxi 的 逆序 数 是 多 少 ? 
6. 在 6 阶 行列 式 的 展开 式 中 ,amaaiasaassaaass ,anasaauaslaae0s 这 两 项 带 有 什么 符号 ? 
7. 写 出 4 阶 行列 式 中 所 有 带 有 负 号 并 且 包 含 因子 os 的 项 . 
8. 按 定义 计算 下 列 行列 式 ; 
0 0 0 1 0 ] 0  … 0 
0 0 2 0 QQ 和 属 这 0 
1) : 汪 上 2 | 
0 nm=-1! 0 0 0 0 0 几 一 1 
必 0 0 0 二 娄 下 0 
0 0 1 0 
0 烛 和 站 
3) 站 
mn-l … 0 0 0 
0 0 0 


9. 由 行列 式 定 义 证 明 : 


GT 
dd0 0 0 
2 人 用 
10. 由 行列 式 定义 计算 
285 三 】 这 
区 一至 


所 zx)= 


中 * 与 ” 的 系数 ,并 说 明理 由 ， 


11. 由 
国 和 | 1 
1 1 二 
和 1 

证 明 奇 偶 排 列 各 半 . 

12. 设 
1 
YY 

P(x)= ， 

1 el an- 


其 中 ol ya ,ai 是 互 不 相同 的 数 ， 
1) 由 行列 式 定义 ,说 明 P(x) 是 一 个 ma-1 次 多 项 式 ; 
2) 由 行列 式 性 质 , 求 P(x) 的 根 . 
13. 计算 下 列 行 列 式 : 


246 427 327 多 7 区 十 
1]) |1014 5$43 443|1; 2) 7 XHy 全 | 
-342 721 621 +7 区 y 
和 下 ll 2 3 4 
1 汪汪 23 414 
引 让 9 
1 瑟 34141 2 
外 主导 -条 未 直立 尊 
] 十 区 ] 1 1 
1 1 一 多 1 1 
5) 
1 
] 1 1 和 
吧 (oa+1)” (a+2)” (a+3) 
网 妇 (b+1)2 (b+2)2 (0+3) 
到 全 192 (er 《e+82| 
dd (dt ” (d+2)” (d+3) 
14. 证 明 : 
+c CQ Q 十 0 世 
鸭 生 CE 。i 井 丰 | 兰芝 | 辫 ; 
的 0 
15. 算出 下 列 行列 式 的 全 部 代数 余子 式 : 
2 1 4 
1 =-l1 2 
和 = 二] 有 1 
1) ; 2 1 马 攻 
0 QU 多 于 
0 1 4 
0 0 0 3 


16. 计算 下 列 行列 式 : 


习题 上 上 
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iD 


1) 
1 


天 罗 罗 己 一 
tn 
赤 


17. 计算 下 列 半 阶 行列 式 : 


和 YY 0 
区 人 沪 
落 | 入 
0 0 
闻 
2 一 用。 区 3 
2 xD 一 了 
3) ， 
病 绑 
1 2 3 
1 = 0 
5) | 0 这 = 汉 
0 0 0 
18. 证 明 : 
0 1 
TI 条 
1) 1 0 aa 
和 


刷 二 二 
2 
1 
-一 1 
3 
2) 
1 
一 1 
二 
=1 1 
1 
1 二 
和 
2 0 
4) 13 2 
1 =] 
2 1 
ai 一 
0 
本 一 让 
2) 
au 一 bi 
蕊 
1 
2 
加 和 上 4) | 2 
一 mm 
2 
元 = 寺 于 
1 一 1 工 -一 忆 


La 
下 
1 

一 1 一 一 一 
2 

1 

帮 
2 

G 1 
| 1 
1 

一 -一 
区 

1 本 
3 0 
0 一 b2> 

aa 一 2: 

ai 一 Da 

S 

冯 世 


补充 题 上 由 


# 0 0 0 Q0 
一 下 歼 ” 间 0 Qi 
0 = 备 0 Qi 
2) == 刀 二 QiX 十 十 QIX 二 QOS 
0 0 0 和 区 
0 0 0 = +Q 
at+B oa8 0 0 0 
1 at+B % 0 0 a'-B" 
3) 0 1 af+B 0 0 |= ; 
a-B 
0 0 0 1 ar+B 
COS CQ | 0 0 
1 2cos aw 1 
才 ) 0 1 2cos ww 0 =COS 7G ; 
0 0 0 1 2cos w 
1+ai 1 1 1 1 
1 1+a， 1 1 1 
sw 
5) 1 1 1+a3 1 1 = oo 1 十 宇 二 
1 1 1 1 1+e， 
19. 用 克拉 默 法 则 解 下 列 线 性 方程 组 : 
2 一 交 十 32 二 205 二 6 元 机 252 十 35 一 20 二 6， 
) 35 一 3ouH3xs+2x4 三 和 ， ) 251 一 %a 一 253 一 3 三 和 
1 2 
3 一 xz 一 2 十 2 三 3 3xi+2xz 一 2 十 2x4 三 4， 
341 一 克 圭 305 二 W4 三 寺 2 二 35 二 2X3 中略 三 一 85 
和 二 25 一 283 寺 4X4 二 2X8 三 二 15 Sxi+6x) =1， 
2x1 一 x+3x3 一 4x4+2x5=8， XI+5xi+6xi=0， 
了) 二 3 和 一生 284= 交 三 3 ， 4) 4xa+Sxi+6x4=0， 


4xz1+3xa+4x3+274+2x75 三 一 2， 


贡 1 乓 2 一 和 一 


X3+Sx4+6xi=0， 


和 3S%5 二 工 


20. 设 cl ,os ,…,a, 是 数 域 P 中 互 不 相同 的 数 , 放 , 包 ,，…, 轴 是 数 域 己 中 任 一 组 给 定 的 数 , 用 克拉 
默 法 则 证 明 : 存 在 唯一 的 数 域 P 上 的 多 项 式 凡 xz) = cox +cix +…+c li 使 


有 所 ai)= 访 ， 
21. 设 水 银 密 度 / 与 温度 上 的 关系 为 


i= 1 2，… ,mu 


玉 = au+ai 夺 力 在 十 ai 有 


由 实验 测定 得 以 下 数据 : 
好 时 0 


10 20 30 


hg. em) | 13.60 


1357 13:55 13.52 


求 1=157 ,40Y 时 水 银 密度 (精确 到 小 数 点 后 两 位 ). 
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[和 第 二 章 行列 式 


1. 求 


这 里 》 是 对 所 有 ， 阶 排列 求 和 . 


了 Un 
2. 证 明 ， 
ai 区 
d | ca(CO 
本 
为 
3. 证 明 : 
公证 重光 
Cai 十 艺 
1) 
C 宙 十 区 


其 中 4 是 的 代数 余子 式 ; 


1 委 
2 

1) 务 和 
刀 1 


三 i2 卡 光 


Q52z 十 区 


Qi 十 下 


Qi 
轴 
HU2 
Gw 
an( 0) 
oan(1) 
Qw(t) 
QI 十 革 Qi 
@2n 十 学 CQzl 
人 十 区 QH 
Qi 一 Q13 
022 一 Q25 
Qi2 ”Qi3 
必 
| 
这 生 
1 


CE Qi 
0 C， 
人 1 
d 
CC 到 2 
革 
号 aai(t) 本 (0) 
J=1 
| 
本 站 动 本 
Qia2 Cn 
Q2z Qon 二 
中 加 
isl j=l 
Cnz CR 
QHort 一 Qim 1 
Ca.nr1 一 Ca2n 1 
aa 
信 0 0 4 
办 区 次 轴 
己 
2) B 有 
A 凡 庆 侠 
8 8 6 


"页 而 责 8 


au(1) 


aa (1) 


au (iD) 


补充 题 | 和 


允 共 ] 
多 Q 0 Q 
学 下 巴 yY 
一 @ 并 Q@ 
加 次 Y yy 
3 | =-@ 人 4) ; 
攻 当 区 了 
一 和 一 吧 一 由 
和 入 8 过 
] 1 1 
X1 区 各 
2 好 
3 ， 
轩 
Wi 
5. 计算 ,Ax+1)-Ax) ,其 
1 0 0 0 0 世 
T 王 也 轴 Wi 用 
4 , 洛 3 0 @， 绕 
拟 弛 = 


隐 3 = 站 
[人 


入 凡 


3 mv 一 1 + 
人 = 疙 ” 


1+1 人 二 | 


1 n+l C: 


6. 下 图 表示 一 电路 网 络 ,每 条 线 上 标 出 的 数字 是 电阻 (单位 :9 ) ,已 点 接地 ,由 习 , 了 0,Z 点 通信 
的 电流 皆 为 100 A, 求 这 四 点 的 电位 .( 用 基 尔 霍 夫 定律 . ) 


工 
蕊 2 
1 
1 这 
局 Z 
不 
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一 和 


线性 方程 组 


8$1 消 元 法 


现在 来 讨论 一 般 线 性 方程 组 .所 谓 一 般 线 性 方程 组 是 指 形式 为 
CIXI 二 CaXa 十 … 十 QuX 二 0 ， 
CD 0 二 GaoWa 十 司 "十 0aX 二 0 ， 
《1) 
友 区 | 十 @ 区 2 十 十 GE 天 二 着。 
的 方程 组 ,其 中 mx 代表 个 未 知 量 ,* 是 方程 的 个 数 ， 
ai=1,2， sjJ=1,2,… 肖 ) 称 为 方程 组 的 系数 ,六 (1=1,2,…,*) 称 为 常数 项 .方程 组 中 
未 知 量 的 个 数 ”与 方程 的 个 数 * 不 一 定 相等 .系数 qi 的 第 一 个 指标 革 表 示 它 在 第 个 方 
程 , 第 二 个 指标 /表示 它 是 % 的 系数 ， 
所 谓 方 程 组 (1) 的 一 个 解 ,就 是 指 由 于 个 数 瑟 , 朱 ，… 太 组 成 的 有 序数 组 ( 情 ,应 ，…， 
后 ) , 当 xi za 分 别 用 大 ,太太 代入 后 ,(1) 中 每 个 等 式 都 变 成 恒等式 .方程 组 
(1) 的 解 的 全 体 称 为 它 的 解 集合 . 解 方程 组 实际 上 就 是 找 出 它 全 部 的 解 , 或 者 说 , 求 出 
它 的 解 集合 .如 果 两 个 方程 组 有 相同 的 解 集合 ,它们 就 称 为 同 解 的 ， 
显然 ,如 果 知 道 了 一 个 线性 方程 组 的 全 部 系数 和 常数 项 ,那么 这 个 线性 方程 组 就 
基本 上 确定 了 .确切 地 说 ,线性 方程 组 (1) 可 以 用 和 矩阵 


CC 0 ””  Qn & 
aa aa 0Oan 抽 

(2) 
CT 


来 表示 .实际 上 ,有 了 (2) 之 后 ,除去 代表 未 知 量 的 文字 外 ,线性 方程 组 (1) 就 确定 了 ,而 
采用 什么 文字 来 代表 未 知 量 当然 不 是 实质 性 的 .在 中 学 所 学 代数 里 我 们 学 过 用 加 减 消 
元 法 和 代入 消 元 法 解 二 元 .三 元 线性 方程 组 .实际 上 ,这 个 方法 比 用 行列 式 解 方程 组 更 
具有 普遍 性 .下 面 就 来 介绍 如 何 用 一 般 消 元 法 解 一 般 线性 方程 组 . 

先 看 一 个 例子 . 

例如 , 解 方程 组 


$1 消 元 法 川 重 


2 一 机 三 


4x,+2x+ Sxi= 4， 


25i 千 52 二 253 末 
第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 的 2 倍 , 第 三 个 方程 减 去 第 一 个 方程 ,就 变 成 
2x1 = 二 3x 三 1， 
4xa 一 wa = 三 2 
225 一 wz 二 小 
第 二 个 方程 减 去 第 三 个 方程 的 2 倍 ,把 第 二 、\ 第 三 两 个 方程 的 次 序 互 换 , 即 得 
25i 三 而 向 = 


2x， 一 Xa 三 二， 


xZ3 = 一 0. 
这 样 ,我 们 就 容易 求 出 方程 组 的 解 为 (9,-1,-6). 
分 析 一 下 消 元 法 ,不 难看 出 , 它 实际 上 是 反复 地 对 方程 组 进行 变换 ,而 所 作 的 变换 
也 只 是 由 以 下 三 种 基本 的 变换 所 构成 : 
1. 用 一 非 零 的 数 乘 某 一 方程 ; 
2. 把 一 个 方程 的 倍数 加 到 另 一 个 方程 ; 
3. 互 换 两 个 方程 的 位 置 . 
于 是 ,我 们 给 出 
消 元 的 过 程 就 是 反复 施行 初等 变换 的 过 程 .下 面 证 明 ,初等 变换 总 是 把 方程 组 变 
成 同 解 的 方程 组 .我 们 只 对 第 二 种 初等 变换 来 证 明 . 
对 方程 组 
CGIIXI+GiaXa 二 十 QT 二， 
Ga 天 1 十 Q2272 十 十 02 多 二 所， 
(1) 
CIXi 十 CaX5 上 ee 册 G， 二 三 记 
进行 第 二 种 初等 变换 .为 简便 起 见 ,不妨 设 把 第 二 个 方程 的 大 倍加 到 第 一 个 方程 ,得 到 
新 方程 组 
(aii+kaa )wi 二 (Qi 二 ja )X5 呆 二 (Qi 二 ia )X = 二 10 ， 
避 辣 殉 [ 忆 Cao 克 5 中 
(3) 
全 1X 十 @oX2 十 "… 十 GE 克 二 三 . 
现在 设 (cl,c,…:,c,) 是 (1) 的 任 一 解 . 因 (1) 与 (3) 的 后 s-1 个 方程 是 一 样 的 ,所 
以 (cc c) 满 足 (3) 的 后 *-1 个 方程 .又 (ccz,…，cv) 满 足 (1) 的 前 两 个 方程 
飞 ii 二 站 二 有 5 
Caicr 二 Gaoac 十 … 十 0 Ci 三 0 
把 第 二 式 的 两 边 乘 上, 再 与 第 一 式 相 加 , 即 为 


(au+kaa 放 6 直人 ( 右 订 二 有 号 G2 二 二 (人 二 0 人 三 下 志 有 5 


了 
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故 (clj,ca,…，,c) 又 满足 (3) 的 第 一 个 方程 ,因而 是 (3) 的 解 .类 似 地 可 证 (3) 的 任 一 解 
也 是 (1) 的 解 .这 就 证 明了 (1) 与 (3) 是 同 解 的 . 

对 另外 两 种 初等 变换 ,证 明 由 读者 去 做 . 

下 面 我 们 来 说 明 ,如 何 利用 初等 变换 来 解 一 般 的 线性 方程 组 . 

对 于 方程 组 (1) ,首先 检查 *, 的 系数 .如 果 x 的 系数 au ,aa ，… ,aa 全 为 零 ,那么 方 
程 组 (1) 对 x, 没有 任何 限制 ,*, 就 可 以 取 任 意 值 , 而 方程 组 (1) 可 以 看 作 mm ,…,a， 的 
方程 组 来 解 .如 果 x 的 系数 不 全 为 零 ,那么 利用 初等 变换 3, 可 以 设 o, 关 0. 利 用 初等 变换 


2 ,分 别 把 第 一 个 方程 的 - 二 倍加 到 第 i 个 方程 (=2,…，,*). 于 是 方程 组 (1) 就 变 成 


Qi1X1 十 CraXa 十 十 Gin 三 吕 i 
C22X2 十 …" 十 GaUn 三 六 2 
(4) 
&25X2 十 十 二 
其 中 
有 Qi 
Qi 4 让 二 二 灵 
这 样 , 解 方程 组 (1) 的 问题 就 归结 为 解 方程 组 
Q2ag2 十 … 十 @2nWn 三 炉 2， 
《5 
QaXa 元 QOoA 党 0， 


的 问题 .显然 ,(5) 的 一 个 解 代 入 (4) 的 第 一 个 方程 就 定 出 x% 的 值 ,这 就 得 出 (4) 的 一 个 
解 ; 而 (4) 的 解 显然 都 是 (5) 的 解 .这 就 是 说 ,方程 组 (4) 有 解 的 充分 必要 条 件 为 方程 组 (5) 
有 解 ,而 (4) 与 (1) 是 同 解 的 , 因 之 ,方程 组 (1) 有 解 的 充分 必要 条 件 为 方程 组 (5) 有 和解 . 
对 (5) 再 按 上 面 的 考虑 进行 变换 ,并 且 这 样 一 步 步 做 下 去 ,最 后 就 得 到 一 个 阶梯 形 
方程 组 .为 了 讨论 起 来 方便 ,不 妨 设 所 得 的 方程 组 为 
而 篱 |， 下 而 二 和 1 二 


本 


(6) 


0 = 0， 
其 中 cs 关 0,i=1,2,… 光 方程 组 (6) 中 的 "0=0" 这 样 一 些 恒 等 式 可 能 不 出 现 , 也 可 能 出 
现 , 这 时 去 掉 它 们 也 不 影响 (6) 的 解 .而 且 (1) 与 6) 是 同 解 的 . 
现在 考察 (6) 的 解 的 情况 . 
如 (6) 中 有 方程 0=d ,而 di 关 0. 这 时 不 管 ,…,xz, 取 什 么 值 都 不 能 使 它 成 为 等 
式 . 故 (6) 无 解 , 因 而 (1) 无 解 . 
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当 d=0 或 (6) 中 根本 没有 "0=0" 的 方程 时 ,分 两 种 情况 : 
1.r=m. 这 时 阶梯 形 方程 组 为 
cz 二 ca 十 二 cn 三 di， 
cazxa 十 … 十 Cong =， 
〈7) 
0 和 三 
其 中 ci 天 0(1=1,2,… 忆 ). 由 最 后 一 个 方程 开始 ,zx xi 的 值 就 可 以 逐个 地 唯一 
地 决定 了 ,在 这 个 情形 ,方程 组 (7) 也 就 是 方程 组 (1) 有 唯一 的 解 ， 
例 1 上 面 讨 论 过 的 方程 组 
251 三 wz: 赶 3 二 5 


4wi 后 25 十 Swa 三 4， 


25 十 十 253 二. 


经 过 一 系列 初等 变换 后 , 它 变 成 了 阶梯 形 方 程 组 


2 一 交 十 3 = 工 ， 
4 2， 
xi = 一 0 
把 x; =-6 代 人 第 二 个 方程 ,得 
%a 三 一 让 
再 把 x;=-6,*:=-1 代 人 第 一 个 方程 , 即 得 
X1=9. 


这 就 是 说 ,上 述 方程 组 有 唯一 的 解 (9,-1,-6). 
2. r<n. 这 时 阶梯 形 方程 组 为 
二 洒 克 1 鸡 间 更 2 二 生生 
0 


Ge 十 re 二 Gd， 


其 中 cj 关 0,i=1,2,…, 洲 把 它 改写 成 


下 证 ;二 而 2 丽人 
六 坟 人 二 

《8 ) 
Cr 区 二 d 下 Crr+1Xr+l 本 Cnm 和 mn。 


例 2 解 方程 组 


让 


2 三 二 3 三 1 
4x7i 一 2x, + Sr = 4， 《9) 
2 一 本 5 二 二 
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11 第 三 章 线性 方程 组 


用 初等 变换 消去 *, ,得 


再 施行 一 次 初等 变换 ,得 


xj =-2 
改写 一 下 
2 站 353 王 让 十 罗 1 
最 后 得 
] 
| 2 征 关 0 
=- 2. 


这 就 是 方程 组 (9) 的 一 般 解 , 其 中 *; 是 自由 未 知 量 . 

从 这 个 例子 看 出 ,一般 线性 方程 组 化 成 阶梯 形 不 一 定 就 是 (6) 的 样子 ,但 是 只 要 把 
方程 组 中 的 某 些 项 调动 一 下 总 可 以 化 成 (6) 的 样子 . 

应 该 看 到 ,r>z 的 情形 是 不 可 能 出 现 的 . 

Wan ee 人 首先 用 初等 变 拘 化 


有 
和 
”二 
了 


二 人 
把 以 上 结果 应 用 到 齐 次 线性 方程 组 ,就 有 
定理 1 在 齐 次 线性 方程 组 


忘 下放- 刺 在 二 屿 冲 +anx =0 
可 1 克 1 赴 ) 共 0， 省 +ax, =0 
CHXI 十 Ca2xa 十 十 Gan 三 0 


中 ,如 果 scn ,那么 它 必 有 非 零 解 
证 明 显然 ,方程 组 在 化 成 阶梯 形 方程 组 之 后 ,方程 的 个 数 不 会 超过 原 方程 组 中 
方程 的 个 数 , 即 
达 3S< 刀 . 
由 r<z 得 知 , 它 的 解 不 是 唯一 的 ,因而 必 有 非 零 解 . 
矩阵 


8$2 7 维 向 量 空间 中 


QI Qia 4 如 
Cal  Q22 aa 

(10) 
Ci 人 2 9 Qnr 04， 


称 为 线性 方程 组 (1) 的 增 广 和 矩阵 .显然 ,用 初等 变换 化 方程 组 (1) 成 阶梯 形 就 相当 于 用 
初等 行 变 换 化 增 广 矩 阵 (10) 成 阶 梯形 矩 阵 . 因 此 , 解 线性 方程 组 的 第 一 步 工 作 可 以 通 
过 和 矩阵 来 进行 ,而 从 化 成 的 阶梯 形 矩 阵 就 可 以 判别 方程 组 有 解 还 是 无 解 ,在 有 解 的 情 
形 , 回 到 阶梯 形 方 程 组 去 解 ， 


例 3 解 
25 一 贞 g 本 383 三 十 ， 
| 4x| 一 2x， + 5Sxi =4， 
2 三 9 党 这 5 二 :机 
对 它 的 增 广 和 矩阵 作 初 等 行 变 换 
六 汉 一 3 1 和 ”= 池 - 
4 -2 5 中 全 一 下 中 0 _ = 中 
多 -村 有 0 0 1 二 0 0 0 1 


从 最 后 一 行 (0 0 0 1) 可 以 看 出 原 方程 组 无 解 . 


8$ 2 克 维 向 量 空间 


上 一 节 我 们 介绍 了 消 元 法 ,对 于 具体 地 解 线性 方程 组 , 消 元 法 是 一 个 最 有 效 和 最 
基本 的 方法 .但 是 ,有 时 候 需 要 直接 从 原 方 程 组 来 看 它 是 否 有 解 , 这 样 , 消 元 法 就 不 能 
用 了 .同时 ,用 消 元 法 化 方程 组 成 阶梯 形 , 剩 下 来 的 方程 的 个 数 是 否 唯 一 决定 呢 ,这 个 
问题 也 是 没有 解决 的 .这 些 问 题 就 要 求 我 们 对 线性 方程 组 还 要 作 进 一 步 的 研究 . 

显然 ,一 个 线性 方程 组 的 解 的 情况 是 被 方程 组 中 方程 之 间 的 关系 所 规定 的 .譬如 
说 ,在 8$ 1 方程 组 (9) 

2 

4851 一 20 十 3% 三 4， 

2 二 到 和 = 
中 ,第 一 个 方程 的 3 倍 减 去 第 二 个 方程 就 等 于 第 三 个 方程 ,这 就 是 说 ,第 三 个 方程 可 以 
去 掉 而 不 影响 方程 组 的 解 ,在 那里 用 初等 变换 得 到 的 阶梯 形 方程 组 中 只 含有 两 个 方程 
正 是 反映 了 这 个 情况 .可 以 认为 ,初等 变换 是 揭露 方程 之 间 的 关系 的 一 种 方法 .因此 ,为 
了 直接 从 原来 的 线性 方程 组 来 讨论 它 解 的 情况 ,我 们 有 必要 来 研究 方程 之 间 的 关系 . 

一 个 叶 元 方程 
CIZi 十 Q5x5 二 = 十 0 和 二 办 


可 以 用 x+1 元 有 序数 组 
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(Goiaayosz ic 7 E) 

来 代表 ,所 谓 方 程 之 间 的 关系 实际 上 就 是 代表 它们 的 a+1 元 有 序数 组 之 间 的 关系 . 因 
此 ,我们 先 来 讨论 多 元 有 序数 组 . 

应 该 指出 ,多 元 有 序数 组 不 只 是 可 以 代表 线性 方程 ,而 且 还 与 其 他 方面 有 极其 广 
泛 的 联系 .在 解析 几何 中 我 们 已 经 看 到 ,有 些 事物 的 性 质 不 能 用 一 个 数 来 刻画 .例如 ,为 
了 刻画 一 点 在 平面 上 的 位 置 需要 两 个 数 ,一 点 在 空间 中 的 位 置 需要 3 个 数 ,也 就 是 要 
知道 它们 的 坐标 .又 如 力学 中 的 力 、 速 度 . 加 速度 等 ,由 于 它们 既 有 大 小 ,又 有 方向 ,用 
一 个 数 也 不 能 刻画 它们 ,在 取 定 坐标 系 之 后 ,它们 可 以 用 三 个 数 来 刻画 .几何 中 向 量 的 
概念 正 是 它们 的 抽象 .但 是 ,还 有 不 少 东 西 用 三 个 数 来 刻画 是 不 够 的 ,如 一 个 工 元 方程 
组 的 解 由 地 个 数组 成 ,而 这 交 个 数 作为 方程 组 的 解 是 一 个 整体 ,分 开 来 谈 是 没有 意义 
的 .在 几何 上 这 样 的 例子 也 是 不 少 的 .为 了 刻画 一 个 球 的 大 小 和 位 置 ,需要 知道 它 中 心 
的 坐标 (3 个 数 ) 以 及 它 的 半径 ,也 就 是 说 , 球 的 大 小 和 位 置 需要 4 个 数 来 刻画 .至 于 一 
个 刚体 的 位 置 的 确定 就 需要 6 个 数 了 .事实 上 ,如 果 我 们 在 刚体 中 取 定 一 个 点 以 及 过 这 
一 点 的 一 根 轴 , 那 么 刚体 的 位 置 就 决定 于 这 一 点 的 坐标 (三 个 数 ) . 轴 的 方向 (两 个 
数 一 一 它 的 方向 余弦 中 的 两 个 ) 以 及 刚体 绕 这 根 轴 转 动 的 角度 (一 个 数 ). 在 国民 经 济 
的 问题 中 ,我 们 也 会 磁 到 这 种 情况 .譬如 一 个 工厂 生产 好 几 种 产品 ,那么 为 了 说 明 这 个 
工厂 的 产量 ,就 需要 同时 指出 每 种 产品 的 产量 ;又 如 一 个 工厂 的 原料 是 来 自 好 多 地 方 ， 
rr 
子 是 举 不 胜 举 的 ,作为 它们 的 一 个 共同 的 抽象 ,我 们 就 有 

全 义 2” 所 加 妆 坊 上 一个 维和 是 站 是 由 数 坊 中 个 数组 丰 的 有 和 

(aiyaane san)s (1) 

a 称 为 向 量 (1) 的 分 量 . 

几何 上 的 向 量 可 以 认为 是 它 的 特殊 情形 , 即 mn= 2,3 且 忆 为 实数 域 的 情形 .在 ">3 
时 , 维 向 量 就 没有 直观 的 几何 意义 了 .我 们 所 以 仍然 称 它 为 向 量 ,一 方面 固然 是 由 于 
它 包 括 通常 的 向 量 作为 特殊 情形 , 另 一 方面 也 由 于 它 与 通常 的 向 量 一 样 可 以 定义 运 
算 ,并 且 有 许多 运算 性 质 是 共同 的 ,因而 采取 这 样 一 个 几何 的 名 词 有 好 处 . 

以 后 我 们 用 小 写 希腊 字 母 w,B ,y,… 来 代表 向 量 . 

定义 3 如 果 维 向 量 

本 = 人 《Gy 记 =( 记 0) 
的 对 应 分 量 都 相等 , 即 
现 三 证 

就 称 这 两 个 向 量 是 相等 的 , 记 作 “= 


人 


! 维 向 量 之 间 的 基本 关系 是 用 向 量 的 加 法 和 数量 乘法 表达 的 . 


定义 4 向 量 
?= (ai+bi aa 二 DG + ) 
称 为 向 量 
全 = 人 Goes (0 
的 和 ,让 为 


7y=a+pB， 


$2 二 维 向 量 空间 | 由 


由 定义 立即 推出 
交换 律 :a+B =B+a. (2) 
结合 律 :e+(B+y)= (aw+B )+7y， (号 


定义 5 “分 量 全 为 堆 的 向 量 
(0,0,…0) 
称 为 夫 向 量 , 记 为 0; 向 量 ( -ai ,as ，-a.) 称 为 向 量 w= (ai ,eva.) 的 负 向 量 , 记 
显然 ,对 于 所 有 的 we, 都 有 
a+0=aw， 〈《4) 
a+(-Ga)= 0. 《3 
(2) 一 (5) 是 向 量 加 法 的 四 条 基本 运算 规律 . 
利用 负 向 量 ,我 们 可 以 定义 向 量 的 减法 . 
定义 6 aw-B=a+(-1). 
定义 7 设 / 为 数 域 己 中 的 数 ,向 量 
(pa ,ka ja) 
称 为 向 量 w=(o ,oa,…,a,) 与 数 上 的 数量 乘积 , 记 为 ia. 


由 定义 立即 推出 
(ar+B )= Ka+b 妇 ， (6) 
(人 +L)aw=Aa+lae， (7) 
(La)=( 忆 )a， (8) 
la =a. (3 


(6) 一 (9) 是 关于 数量 乘法 的 四 条 基本 运算 规则 .由 (6) 一 (9) 或 者 由 定义 不 难 
推出 


0aw=0， (10) 
(-1)a=-a， 全 肌 且 | 
H0 =(0. (12) 
如 果 有 和 关 0,a 径 0, 那 么 
Aia 天 0. L37 


二 以 数 域 忆 中 的 数 作为 分 量 的 m 人 同时 考虑 到 定义 在 它们 上 


4 


在 轩 风 时 全 向 可 让 汪 为 认 皇 让 条 二 有 下 全 导出 证 过 大 相关 
以 上 已 把 数 域 PP 上 全 体 半 维 向 量 的 集合 组 成 一 个 有 加 法 和 数量 乘法 的 代数 结构 ， 
即 数 域 PP 上 并 维 向 量 空间 .在 以 后 的 几 节 中 将 进一步 讨论 它 的 性 质 ,并 用 这 些 性 质 描 
述 和 解决 线性 方程 组 中 的 一 些 问 题 . 
向 量 通常 写成 一 行 
a=(aiyazy…yQ )。 


有 时 候 也 可 以 写成 一 列 
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为 了 区 别 ,前 者 称 为 行 向 量 ,后 者 称 为 列 向 量 .它们 的 区 别 只 是 写法 上 的 不 同 . 


8$3 线性 相关 性 


以 下 我 们 总 是 在 一 固定 的 数 域 P 上 的 半 维 向 量 空间 中 进行 讨论 ,不 再 每 次 说 
明了 . 
在 这 一 节 我 们 来 进一步 研究 向 量 之 间 的 关系 .两 个 向 量 之 间 最 简单 的 关系 是 成 比 
例 . 所 谓 向 量 w 与 B 成 比例 就 是 说 有 一 数 记 ,使 
w=j18. 
在 多 个 向 量 之 间 ,成 比例 的 关系 表现 为 线性 组 合 . 
全 用 代入 和 要 从 机 二 和 
55 使 
二 大。 
例如 ,8$ 1 的 方程 组 (9) 的 三 个 方程 可 以 用 向 量 
全 
来 代表 .我 们 知道 ,第 三 个 方程 等 于 第 一 个 方程 的 3 倍 减 去 第 二 个 方程 ,这 等 价 于 wa: = 
3a, -ai. 这 个 等 式 表 示 as 是 ai ,a。 的 一 个 线性 组 合 . 
又 如 , 任 一 个 寺 维 向 量 =(a ,as, ,oa ) 都 是 向 量 组 


本 ED50ys 
,三 9 220O 4 
E:=( ) (1) 
2E,=(0,.0 县 


的 一 个 线性 组 合 .因为 
企 =QG1EI 二 QazE2 十 十 
向 量 es ,sz，…,e, 称 为 地 维 单位 向 量 . 
由 定义 可 以 立即 看 出 , 零 向 量 是 任 一 向 量 组 的 线性 组 合 (只 要 取 系数 全 为 0 就 行 
了 小 
当 向 量 we 是 向 量 组 B, ,B,,…,B, 的 一 个 线性 组 合 时 ,我 们 也 说 we 可 以 经 向 量 组 
B,,B:,…,B, 线 性 表 出 . 


兴 关 20 革 可 让 划 全 拓 wkee ju 吾 下 者 共 td=t.2 .和 有 昌 关机 
组 .2: …B 线 性 表册 ,于 么 向量 组 was， 就 称 为 可 应 公 向 量 组 ,B，… 必 
线性 表 出 . 如 果 两 个 向 量 组 下 相 可 以 线性 表 出 ,它们 就 称 为 等 价 

例如 , 设 


$3 线性 相关 性 1 


ii=(111)， oa=(1,2,0)3 
pB,=(1,0,2)，B,=(0,1,-1)， 
则 向 量 组 al ,as 与 向 量 组 B,,B, 是 等 价 的 . 
由 定义 不 难 证 明 , 每 一 个 向 量 组 都 可 以 经 它 自身 线性 表 出 .同时 ,如 果 向 量 组 am,， 


B= 里 顺 7a， 失 2 
珀 =1 
则 


克 这 袜 性 袜 和 xy 1 袜 二 和 12 

这 就 是 说 ,向 量 组 ea ,…,a, 中 每 一 个 向 量 都 可 以 经 向 量 组 y , ,…,》, 线性 表 出 ， 
因而 向 量 组 el ,a ,…，,aw% 可 以 经 向 量 组 y ,yy ,…，, 思 线性 表 出 . 

由 上 述 的 结论 ,得 知 向 量 组 之 间 的 等 价 有 以 下 性 质 : 

1) 自 反 性 :每 一 个 向 量 组 都 与 它 自身 等 价 . 

2) 对 称 性 :如 果 向 量 组 ea ,…,a, 与 Bi,B:,…，,B, 等 价 ,那么 向 量 组 B,， 
B:,…, 有 ,也 与 mo, 等 价 . 

3) 传递 性 :如 果 向 量 组 el ,as,…,a, 与 B,,B,,…,B, 等 价 ,B, ,6 …,B, 与 人 ， 
思 ，……7 等 价 , 那 么 向 量 组 al ya ，a, 与 ,7 ,等 价 ， 

定义 11 如 果 向 量 组 el aa, ,ae:(s 三 2) 中 有 一 个 向 量 可 以 由 其 余 的 向 量 线性 表 


例如 ,向 量 组 w = (2,-1,3,1) ,as = (4,-2,5,4) ,ai =(2,-1,4,-1) 是 线性 相关 

的 ,因为 
3a 一 as =a3. 

从 定义 可 以 看 出 ,任意 一 个 包含 零 向 量 的 向 量 组 一 定 是 线性 相关 的 . 还 可 看 出 ,向 
量 组 ai ,a; 线性 相关 就 表示 ai =Apas; 或 者 =hai( 这 两 个 式 子 不 一 定 能 同时 成 立 ). 在 
已 为 实数 域 ,并且 是 三 维 的 情形 ,这 就 表示 向 量 w 与 w 共 线 .三 个 向 量 w ,a: ,as 线性 
相关 的 几何 意义 就 是 它们 共 面 ,因为 由 定义 ,其 中 一 个 向 量 是 另外 两 个 的 线性 组 合 ， 
警 如 

Ci 三 /as +lai， 
这 就 是 说 ,ai 在 ww, 与 es 所 在 的 平面 上 . 

向 量 组 的 线性 相关 的 定义 还 可 以 用 另 一 个 说 法 : 

ia et 
Fai+A2as+…+Fa =(0. 


现在 我 们 来 证 明 这 两 个 定义 在 *>2 的 时 候 是 一 致 的 . 
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如 果 向 量 组 el ,ar ,…，,a, 按 定义 11 是 线性 相关 的 ,那么 其 中 有 一 个 向 量 是 其 余 向 

量 的 线性 组 合 ,譬如 说 
好 ,= 大 Qi + 士 … 十 天 GE i， 
把 它 改 写 一 下 ,就 有 
人 ai+Aia+…+ GaG +C -1 )aw,=0. 

因为 数 局 ,如 ,大 -1 不 全 为 0( 至 少 -1 天 0) ,所 以 按 定义 11 ,这 个 向 量 组 线性 
相关 . 

反 过 来 ,如 果 向 量 组 @,a,，…，,a, 按 定义 11' 线 性 相关 , 即 有 不 全 为 零 的 数 后， 
人 ， … ,使 

人 ai + 二 + =(0. 
因为 名 ,ja ,… ,上 不 全 为 零 ,不妨 设 扩 关 0, 于 是 上 式 可 以 改写 为 
天， 1 大 


这 就 是 说 ,向 量 w, 可 以 被 其 余 的 向 量 线性 表 出 ,所 以 此 向 量 组 按 定义 11 也 线性 
相关 . 
定义 12 一 向 量 组 w ,es,… ,ae(s> 1) 不 线性 相关 , 即 没有 不 全 为 堆 的 数 ， 
态 ,…, 大 ,使 
Aiai+Aaa5+…+Aa ,=0， 
就 称 为 线性 无 关 ; 或 者 说 ,一 向 量 组 we ,aa ,，…，,aw, 称 为 线性 无 关 ,如 果 由 


区 


后 ai+kas+…+EG ,=0 


有 = 及 =… = 大 =(0. 

由 定义 立即 得 出 ,如 果 -一 向 量 组 的 一 部 分 线性 相关 ,那么 这 个 向 量 组 就 线性 相关 
设 向 量 组 为 ae aa ,aas 和 r) ,其 中 一 部 分 ,譬如 说 ,al aa，…,a, 线性 相关 ， 
即 有 不 全 为 0 的 数 司 , 态 ,，…, 太 ,使 

大 ai +Fa 二 …+ 大 ae =10. 
由 上 式 显 然 有 
有 ai +Aas +…+ ae+Oaw +…+0a =(0. 
因为 大 , 启 ,， 外 不 全 为 0, 所 以 大 ,大生 尖 ;,0,…;0 也 不 全 为 0, 因 而 al ,as ,……,a, 线 
性 相关 . 

换个 说 法 ,如 果 一 向 量 组 线性 无 关 ,那么 它 的 任何 一 个 非 室 的 部 分 组 也 线性 无 关 
特别 地 ,由 于 两 个 成 比例 的 向 量 是 线性 相关 的 ,所 以 ,线性 无 关 的 向 量 组 中 一 定 不 能 包 
含 两 个 成 比例 的 向 量 . 

定义 11 包含 了 由 一 个 向 量 构成 的 向 量 组 的 情形 . 按 定义 ,向 量 组 we 线性 相关 就 表 
示 有 大 0( 因 为 只 有 一 个 数 ,所 以 不 全 为 零 就 是 它 不 等 于 零 ) ,使 

Fa =0. 
由 数 乘 的 性 质 推 知 =0. 因 此 ， 人 0. 
不 难看 出 ,由 工 维 单位 向 量 es,s,,…,s, 组 成 的 向 量 组 是 线性 无 关 的 .事实 上 ,由 


AiEi+12+… 二 LE,=0， 


8$3 线性 相关 性 者 


也 就 是 由 
有 (1;0, ,0)+(0,1 ;0)+ 和 + 天 (00 1)=( 天 pv)=(0,0,…,0) 
可 以 推出 
有 = 大 =… = 大 =0. 
这 就 是 说 ,sl,s，…，,e, 线性 无 关 ， 
具体 判断 一 个 向 量 组 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 的 问题 可 以 归结 为 解 方程 组 的 问 
题 .我 们 先 考 察 已 经 碰 到 过 的 例子 ,判断 向 量 组 w =(2,-1,3,1),a=(4,-2,5,4)， 
as=(2,-1,4,-1) 是 否 线性 相关 . 
可 取 xi,xavxs 为 未 知 数 ,建立 方程 式 
XiGl+xYas+xaas=0， 
看 它 是 否 有 xi ,xx,x; 的 不 全 为 零 的 解 .这 是 向 量 等 式 , 按 各 个 分 量 分 别 写 出 方程 ,就 成 
为 方程 组 
2xi + 4252 + 253= 0， 
一 区 一 2 一 三 0， 
3xi + Sx:+ 4x3= 0， 
Xi 十 4x， 一 X3= (0. 
前 面 的 含 向 量 的 方程 有 无 非 零 解 等 价 于 这 个 方程 组 有 无 非 零 解 .可 以 用 消 元 法 解 
这 个 方程 组 . 它 有 无 限 多 解 ,当然 有 非 零 解 . 故 el ,ax ,as; 线性 相关 .特别 的 一 组 解 ,可 取 
为 (zzz)=(3,-1,-1). 即 3a -as -as=0, 或 as =3a-a 这 是 前 面 已 指出 过 的 
结果 . 
一 般 地 ,要 判别 一 个 向 量 组 


三 而 和 和 用 王 2 (2) 
是 否 线性 相关 ,根据 定义 11' ,就 是 看 方程 
XiG1I+Ya +…+xa,=0 〈3) 


有 无 非 零 解 .(3) 式 按 分 量 写 出 来 就 是 
aiixXi+G2X22 十 二 ax ,=0， 
Cixi+Q2ax2+ 十 Cox 三 0， 


人 


Ci 十 Go X 十 … 十 0 三 0， 


因 之 ， 二 cea 的 和 不 帮 人 二 60 首 有 


和 
人 


事实 上 ,与 向 量 组 (5) 相 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 为 
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(6) 
GDWij 二 2 5。 册 sw 二 屿 三 从， 
全 站 Qa wii, 二 作 ， 
显然 ,方程 组 (6) 的 解 全 是 方程 组 (4) 的 解 ,如 果 (4) 只 有 零 解 ,那么 (6) 也 只 有 和 零 解 . 
这 个 结果 当然 可 以 推广 到 添 几 个 分 量 的 情形 . 
利用 $ 1 的 定理 1, 即 得 向 量 组 的 一 个 基本 性 质 . 


1) 向 量 组 w ,as ,va 可 以 经 vB:，… .线性 表 出 ; 


2) 7 ， 
事 么 向 量 组 w ,as ,va 必 线性 相关 
证 明 由 1) 有 


ac:= 交 闷 BO 
为 了 证 明 Ci ya ，… 化 线性 相关 ,只 要 证 可 以 找到 不 全 为 零 的 数 有 使 
La +Fas+…+a =(0. 
为 此 ,我 们 作 线性 组 合 
苑 | 媳 | 十 % 全 十 十 区 GE， 二 坚 区 大 Bi= Y 汪 太 五 区 /= 了 要 zi] B 
如 果 我 们 能 找到 不 全 为 零 的 数 wx ,…,z ,使 B,,B,,…,B., 的 系数 全 为 零 , 那 就 证 明 
了 wa ,wm…,ae 的 线性 相关 性 .这 一 点 是 能 够 做 到 的 ,因为 由 2) , 即 r>s, 齐 次 方程 组 


tx1+tiafa+ +tirx 三 0， 


于 


12121 十 122%2 十 +t25 二 0， 


上 [站 5 二 ad 元 三 0 

中 未 知 量 的 个 数 大 于 方程 的 个 数 ,根据 $ 1 定理 1, 它 有 非 零 解 .1 

把 定理 2 换个 说 法 , 即 得 
oa 线性 无 关 ,那么 rss 1 

直接 应 用 定理 2, 即 得 

事实 上 ,每 个 维 向 量 都 可 以 被 半 维 单位 向 量 sl,s,…，,s, 线性 表 出 , 且 n+1>m， 
因而 必 线 性 相关 . 

由 推论 1 ,得 

推论 3 两 个 线性 无 关 的 等 价 的 向 量 组 , 必 含有 相同 个 数 的 向 量 .| 

定理 2 的 几何 意义 是 清楚 的 :在 三 维 向 量 的 情形 ,如 果 =2, 那 么 可 以 由 向 量 组 
B,,B; 线性 表 出 的 向 量 当 然 都 在 B,,B, 所 在 的 平面 上 ,因而 这 些 向 量 是 共 面 的 ,也 就 


$3 线性 相关 性 | 量 


是 , 当 r>2 时 ,这 些 向 量 线性 相关 .两 个 向 量 组 w ,as 与 B,,B。 等 价 ,就 意味 着 它们 在 同 
一 平面 上 ， 
定义 13 一 向 量 组 的 一 个 部 分 组 称 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,如 果 这 个 部 分 组 本 身 


和 是 
其 语 “ 生 


例如 ,在 向 量 组 w =(2,-1,3,1) ,aa=(4,-2,5,4) ,aa=(2,-1,4,-1) 中 ,由 aas 

组 成 的 部 分 组 就 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 .首先 ,ai ,a; 线性 无 关 ,因为 由 
语 ai+joas =K(2, -1,3,1)+1(4,-2,5,4) 
=【《〈2 有 二 41 ,一 上 一 212 35 +S1 +41)=(0,0,0,0) ， 

就 有 司 = 已 =0. 同 时 我 们 知道 ,ai ,as ,as 线性 相关 .不 难看 出 ,a ,as 也 是 一 个 极 大 线性 
无 关 组 (请 读者 验证 一 下 )， 

应 该 看 到 ,一 个 线性 无 关 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 就 是 这 个 向 量 组 自身 . 

投 大 线性 无 关 组 的 一 个 基本 性 质 是 ,任意 一 个 极 大 线性 无 关 组 都 与 向 量 组 本 身 等 人 

事实 上 , 设 向 量 组 为 al ,as ,aa 而 aa ,ae 是 它 的 一 个 极 大 线性 无 
关 组 .所 谓 等 价 就 是 它们 可 以 互相 线性 表 出 .因为 el ,as ,…,a, 是 aaa，…a, 的 一 部 
分 ,当然 可 以 被 这 个 向 量 组 线性 表 出 , 即 

Gi=0ai+…+1ai+Oawi +…+0a ， =1,2，…，S. 
因此 ,问题 在 于 aa ,aa 是 否 可 以 被 aa,…,a, 线性 表 出 .向 量 ai， 
oa 中 每 一 个 都 可 以 被 el ,aa, 线性 表 出 是 显然 的 .现在 来 看 we ,…，,a, 中 
的 向 量 , 设 mw 是 这 样 一 个 向 量 .由 极 大 线性 无 关 组 ww ,…,aw, 的 极 大 性 ,向 量 组 ww ,…， 
a, ,ai 线性 相关 ,也 就 是 说 ,有 不 全 为 零 的 数 所 ，…, 乓 光 , 使 
ai 二 +,+lae = 0. 
因为 ae ,w ,…,a, 是 线性 无 关 的 ,可 证 必 有 171 关 0. 否 则 , 设 1=0, 那 么 后 , 刀 ,…, 尖 就 不 
全 为 零 ,于 是 ae ,ai ,…，,a, 线性 相关 ,这 与 假设 矛盾 .由 ?7 关 0, 上 式 可 以 改写 为 
厂 全 厂 

En 
这 就 是 说 ,al(s<j<r) 可 以 被 we ,as ,wa, 线性 表 出 .于 是 证 明了 向 量 组 与 它 的 极 大 线 
性 无 关 组 的 等 价 性 . 

由 上 面 的 例子 可 以 看 到 ,向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 不 是 唯一 的 .但 是 每 一 个 极 大 
价 的 .虽然 极 大 线性 无 关 组 可 以 有 很 多 ,但 是 由 定理 2 的 推论 3 ,立即 得 出 

定理 3 一 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 都 含有 相同 个 数 的 向 量 .1 

定理 3 表明 , 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 与 极 大 线性 无 关 组 的 选择 无 关 , 它 
直接 反映 了 向 量 组 本 身 的 性 质 . 因 此 ,我 们 有 

定义 14 “向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 称 为 这 个 向 量 组 的 和 

例如 ,向 量 组 w =(2,-1,3,1) ,oa =(4,-2,5,4) ,as =(2,-1,4,-1) 的 秩 就 是 2. 

因为 线性 无 关 的 向 量 组 就 是 它 自身 的 极 大 线性 无 关 组 ,所 以 一 向 量 组 线性 无 关 的 
充分 必要 条 件 为 它 的 秩 与 它 所 含 向 量 的 个 数 相同 . 


我 们 知道 ,每 一 向 量 组 都 与 它 的 极 大 线性 无 关 组 等 价 .由 等 价 的 传递 性 可 知 ,任意 


下 
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两 个 等 价 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 也 等 价 .所 以 ,等 价 的 向 量 组 必 有 相同 的 秩 . 

还 要 指出 :含有 非 零 向 量 的 向 量 组 一 定 有 极 大 线性 无 关 组 , 且 任 一 个 无 关 的 部 分 
向 量 组 都 能 扩充 成 一 个 极 大 线性 无 关 组 (参见 习题 9). 全 部 由 零 向 量 组 成 的 向 量 组 没 
有 极 大 线性 无 关 组 .我 们 规定 这 样 的 向 量 组 的 秩 为 零 


现在 把 上 面 的 概念 与 方程 组 的 解 的 关系 进行 联系 .给 定 一 个 方程 组 


CUXI+QTDXa 二 十 Qinzu 二 二， (4 1) 
Cal%T 十 Q2z%2 十 … 二 angn 二 人 ， ( 研 ) 
Qu1X1 十 Qi2ga 十 十 OonXn 三 寺 ， (4,) 


各 个 方程 所 对 应 的 向 量 分别 是 wii=(ayaay manyd) aa=(onyan anyda)，…， 
ai=(civaascian5d) 设 有 另 一 方程 

记 汉 1 士 Do 十 … 十 5 = 加， ( 瑟 ) 
它 对 应 的 向 量 为 B=( 六 加 0,dg). 则 有 是 aa na, 的 线性 组 合 ,B=1ai+las+… 
+l1a, 当 且 仅 当 (B)=0(4)+12(42)+…+L.(4,) ， 即 方程 (B) 是 方程 (4 ) , (4 ) (4,) 的 
线性 组 合 .容易 验证 ,方程 组 (4,) ,(4;) ,…,(4,) 的 解 一 定 满 足 ( 了 ). 进 一 步 设 方程 组 


太 和 1 十 加 ia%2 十 十 轴 三 Cl (有 ) 
axX1 二 ozXz 十 十 20Xu 三 C2， (有 ) 
局 3 十 个 二 二 帮 Co (B,) 


它 的 方程 所 对 应 的 向 量 为 B,,B:,…;B.. 若 Bi,B pvB, 可 经 ma ,as 线性 表 出 ， 
则 方程 组 (4,) , (4 ) ,…，(4,) 的 解 是 方程 组 (Bi ),(B,),…，,(B) 的 解 .再 进一步 , 当 
Qi 与 色 ， 5 ,B， 等 价 时 ,两 个 方程 组 同 解 . 


8$4 算 阵 的 秩 


在 上 一 节 我 们 定义 了 向 量 组 的 秩 . 如 果 我 们 把 抢 阵 的 每 一 行 看 成 一 个 向 量 , 那 么 
矩阵 就 可 以 认为 是 由 这 些 行 向 量 组 成 的 .同样 ,如 果 把 每 一 列 看 成 一 个 向 量 , 那 么 矩阵 
也 可 以 认为 是 由 列 向 量 组 成 的 , 

定义 15 ”所谓 和 矩阵 的 行 秩 就 是 指 矩阵 的 行 向 量 组 的 秩 ,矩阵 的 列 秩 就 是 矩阵 的 列 


人 


向 量 组 的 秩 . 
例如 ,和 抢 阵 
1 3 1 
0 2 - 14 
4= 
芭 “ORG 人 
攻 P 
的 行 向 量 组 是 


$4 和 天 阵 的 秩 上 有 


ai=(1,1,3,1)，w=(0,2,-1,4) ， 

as=(0;0,0,5)， 上 =(0,0,0,0). 
可 以 证 明 ,a ,as ,as 是 向 量 组 al ,aa ,as ,as 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 .事实 上 ,由 

Aiai+iaas+Aias=0， 
即 
夫人 工 下， 入， 于 让 二 旋光 个， 2 一 正装 二 让 六 人 0) 
= (大 ,大 二 2123 大 一 大 +45+S1)=(0,0,0,0) ， 

可 得 及 = 已 = 局 =0, 这 就 证 明了 al ayas 线性 无 关 . 因 为 as 是 零 向 量 , 所 以 把 as 添 进 
去 就 线性 相关 了 ,因此 ,向 量 组 el ,as ,as ,ay 的 秩 为 3, 也 就 是 说 ,和 矩阵 4 的 行 秩 为 3.4 
的 列 向 量 组 是 

pB,=(1,0,0,0)， DB,=(1,2,0,0) ， 

B;=(3,-1,0,0)，B.=(1,4,5,0). 


用 同样 的 方法 可 证 ,B，,B。,B， 线性 无 关 , 而 ,= 二 B,- 本 B。, 所 以 把 ， 添 进去 就 线性 相 


关 了 . 因 之 ,B,,B:,B, 是 向 量 组 B,,B:,B;,B. 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,于 是 向 量 组 B,， 
B;,B;,B, 的 秩 为 3. 换 名 话说 ,矩阵 4 的 列 秩 也 是 3， 

矩阵 的 行 秩 等 于 列 秩 , 这 一 点 不 是 偶然 的 .实际 上 与 4 中 的 一 些 “ 子 行列 式 " 密切 
相关 .我 们 引入 

定义 16 在 sxm 用 也 全 生生 全 浊 太 列 ， 位 于 这 些 选 定 的 行 和 列 的 交 点 上 


在 定 驻 遇 ， 当然 有 ss )) ， 这 里 和 人 六 二 二 5 过 站 让 的- 个 数 . 
例 1 在 矩阵 


1 1 3 1 
0 2 -1 半 4 
昨 二 
0 0 0 5 
0 0 0 0 
中 , 选 第 1,3 行 和 第 3,4 列 ,它们 交点 上 的 元 素 所 成 的 2 阶 行列 式 

| 

-5 

人 3 


就 是 一 个 2 阶 子 式 . 又 如 选 第 1,2,3 行 和 第 1,2,4 列 ,相应 的 3 阶 子 式 就 是 
1] 1 1 
0 2 4 
0 和 3 

由 于 行 和 列 的 选 法 很 多 ,所 以 撕 阶 子 式 也 是 很 多 的 ， 

定义 17 矩阵 4 中 最 高 阶 非 零 子 式 的 阶 数 称 为 矩阵 4 的 秩 : 当 人 为 零 拓 阵 时 称 4 
的 秩 为 替 

若 4 的 秩 为 了 >, 则 所 有 7 阶 以 上 的 子 式 ( 如 果 有 的 话 ) 全 为 零 ,当然 所 有 r+1 阶 子 式 
(如 果 有 的 话 ) 为 零 .反之 , 若 4 的 所 有 r+l 阶 子 式 全 为 零 , 上 且 有 一 个 天 阶 子 式 不 为 零 ， 
由 行列 式 的 展开 定理 ,4 的 所 有 r+2 阶 子 式 , 所 有 r+3 阶 子 式 …… 所 有 7 阶 以 上 的 子 式 


= 10. 
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皆 为 零 . 故 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 的 阶 数 为 r, 即 4 的 秩 为 
我 们 来 证 明 本 节 的 主要 结果 . 
定理 4 4 的 秩 =4 的 列 秩 =4 的 行 秩 


证 明 设 4 的 秩 为 >, 必 有 4 的 一 个 - 阶 子 式 不 为 零 ,而 所 有 r+1 阶 子 式 皆 为 零 ， 
我 们 只 证 r=4 的 列 秩 ,而 =4 的 行 秩 的 证 明 是 类 似 的 . 


有 
设 
& 2 Q1 
他 亿 他 
21 22 
放 三 
Cs CQ Can 


且 不 妨 设 前 > 列 有 r 阶 子 式 不 为 零 . (否则 可 经 过 变换 列 的 次 序 来 达到 这 一 点 ,前 后 两 
个 矩阵 的 列 向 量 组 是 一 样 的 ,它们 有 相同 的 列 秩 .) 设 4 的 一 个 上 阶 非 零 子 式 为 


CH Ciir 
Q 7 的 QQ 
i21 122 27 
d = 天 (0， 
0 


下 面 来 证 4 的 前 7> 列 是 线性 无 关 的 ,我们 先 证 4 中 的 了 个 列 向 量 线性 无 关 .由 《 关 0 及 
克拉 默 法 则 ,方程 组 


Ci1%1+Qi2%2+ +TCirx%r 三 0， 


QiD1X1 十 Qii2X%2 十 "十 QiorWr 二 0， 


Qi1X1 十 Qi 2X2 十 "… 十 Qi rgr 二 0 


只 有 零 解 ,因此 ,d 中 7 个 列 向 量 线性 无 关 . 而 4 的 前 7 个 列 向 量 


Qi 已 Si 
Qi 全 Qi 
@ 三 | 2 1 aa =| 2 二 | G=| 2 过 (1) 
ij 克 
Qa Ca Cr 


是 由 乙 的 > 个 列 向 量 同 时 添加 了 s-r 个 分 量 而 得 ,当然 还 是 线性 无 关 的 . 
再 证 4 的 任 一 列 向 量 都 可 经 列 向 量 组 (1) 线 性 表 出 . 任 取 44 的 一 个 列 向 量 
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aij=| .|，r+l1 大 ) 壹 7， 


仍 由 4d 关 0 及 克拉 默 法 则 ,方程 组 


Qi1X1 十 Qii2X2 十 "十 Gilr%r 三 Qijy 


QiIXi 十 Qi 和 2 十" 十 Qir 和 二 Cij9 


Qi1XTI 十 Qi 2 和 2 十 "十 Ci 二 Qi 


有 唯一 解 , 即 有 5 有 


Qi Qiil Qiia Qi 
Ci Ci 1 全 偿 

2 ， 攻 2 

| 有 | | 6C29 
Ci Qi Ci2 Ci 


作 4 的 几 次 初等 列 变换 ,使 它 的 第 7 列 成 为 


bn 
岗 
本 一 总 ai 一 2 bn 
辣 
0 
由 (2) 知 六 ,=5 ,=…=5,=0. 若 我 们 能 证 明 所 有 1 =0(1<is<s) ,于 是 
ai 一 ia 一 2202 一 … 一 5 写 三 0， 


即 4 的 任 一 列 向 量 mw 是 ww ,az，…，,a, 的 线性 组 合 , 因 而 aa:,，…，,a, 是 4 的 列 向 量 组 
的 极 大 线性 无 关 组 .这 就 证 明了 
4 的 列 秩 =r=4 的 秩 . 
为 证 站 站 让 生病 时 ,所 有 后 =0, 取 对 的 第 寺 雹 ,二 行 , 第 > 行 与 第 1,2，…,r 
列 ,第 7 列 的 交点 组 成 的 r+l 阶 子 式 , 它 应 为 零 . 把 第 行 从 子 式 中 变换 到 第 1 行 ,第 7 
列 变换 到 第 1 列 ,得 到 的 新 r+1 阶 子 式 仍 为 零 , 即 
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到 三 Q 
多 Cr 
=:.0， 


再 将 它 的 第 1 列 依次 减 去 第 2 列 的 倍 ,第 3 列 的 六 倍 …… 第 忆 1 列 的 2 倍 , 由 (2) 则 
得 到 


bi 4 

间 

0 ap 0 azr|=bad=0. 
0 QT Qi2 ”Qir 


又 由 dz 关 0, 得 所 有 守 zi ,人 时 ,=0. 定 理 证 毕 . 

从 证 明 中 看 出 , 秩 为 的 矩阵 4 中 阶 非 零 子 式 所 在 的 上 个 列 向 量 ( 行 向 量 ) 是 它 
的 列 向 量 组 ( 行 向 量 组 ) 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

推论 1 年 阵 的 初等 列 变换 和 初等 行 变换 皆 不 改变 该 乍 阵 的 秩 ` 列 秩 和 行 秩 ， 

证 明 只 对 初等 列 变换 证 明 . 设 矩阵 4 经 初等 列 变换 变 成 矩阵 召 . 易 验证 它们 列 向 
量 组 等 价 , 故 不 改变 4 的 列 秩 .于 是 ， 

A 的 行 秩 =4 的 秩 =4 的 列 秩 = 互 的 列 秩 = 互 的 秩 = 互 的 行 秩 . 

下 面 我 们 介绍 用 初等 变换 求 矩 阵 的 秩 和 它 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 的 一 个 
方法 (推论 3) 

对 和 抢 阵 4 用 初等 变换 化 成 阶梯 形 和 矩阵 


0 0 
0 0 0 / 
了 B3=| 0 0 0 0 4 《3 
0 0 0 0 0 0 
和 
人 4 关 0, 每 个 如 (1= 1,2,…,r) 的 左面 及 下 面 皆 为 零 . 它 的 前 行 和 第 
由 “天 的 交 遍 组 成 阶 非 夫子 式 (实际 上 它 的 值 为 555 8 ), 它 的 所 有 r+l 
扒 子 芭 管 为 稚 ( 因 卫 中 仅 有 个 非 过 行 ,每 个 r+1 阶 子 式 让 至 少 告 有 _ 行 全 为 吉 ) ,上 
秩 (4)= 秩 (B)=r 
推论 2 怎 阵 4 的 秩 等 于 4 在 初等 行 变换 下 的 阶梯 形 矩 阵 中 非 零 行 的 数目 .| 
推论 3 设 矩 阵 4 在 初等 行 变换 下 的 阶梯 形 是 (3) 中 的 矩阵 卫 , 则 4 的 第 
.这 列 组 成 它 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 


中 


证 明 令 4, ,如 分别 是 由 4 及 吾 的 第 己 ,生计 列 组 成 的 矩阵 .显然 ,B 是 由 44， 


8$4 和 矩阵 的 秩 | 目 


经 初等 行 变换 得 来 的 ,它们 有 相同 的 列 秩 . 即 4, 的 列 秩 = 至 的 列 秩 =~ 于 是 4, 的 列 向 
量 组 即 4 的 第 与 ,… 汪 列 是 4 的 -个 线性 无 关 的 列 向 量 . 又 秩 (4)=r, 这 个 部 分 组 必 
为 4 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 


推论 4 设 
QI da G@I 

二 Ca 呈 多 

Gai 和 


则 4 人 要 条 件 是 141- 0;4 的 列 向 量 组 ( 行 向 


信人 


站 


“证 明 4 的 最 高 阶 子 式 的 阶 数 为 必 . 信 的 列 向 量 组 ( 行 向 量 组 ) 线 性 相关 心 秩 (4)< 
n 人 最 高 阶 子 式 ( 阶 ) 41=0.1 
例 2 求 向 量 组 
《25 区 0 
的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
将 它们 按 列 排 成 一 个 矩阵 4 ,用 初等 行 变换 将 4 化 成 阶梯 形 , 即 


双 和 这 区) 二 玫 司 1 之 工 革 业 - ,起 已 
A4= =-2 5 4| 一 0 0 = 21 一 0 0 =L1 2|， 
2 -1 4 0 0 0 | 全 友人 站 ,于 


由 推论 2 .推论 3 知 秩 (4)=3, 第 1,3,4 列 组 成 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
当 方程 组 的 系数 矩阵 是 方 阵 时 ,上 面 关 于 抢 阵 秩 的 结论 还 有 些 重 要 的 推论 . 
定理 5 齐 次 线性 方程 组 
忆 寺 人 1 省 二 下 1 二 人 
aalXl+G2axa 二 二 Qanxu 0， (4) 


CQniXl 十 Qnax2 十 Qun 与 0 


有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 矩阵 


1 


QI QI Ci 

配 面 ， Q 
人 = 

Ci Ga CQm 


的 行列 式 141=0: 方 程 组 (4) 只 有 零 解 的 充分 必要 条 件 是 141z0 
证 明 ”方程 组 (4) 有 非 零 解 所 4 的 列 向 量 组 线性 相关 ,而 方程 组 (4) 只 有 和 雯 解 全 4 
的 列 向 量 组 线性 无 关 . 再 利用 上 面 的 推论 4, 定 理 可 得 证 . ] 


定理 6( 克 拉 黑 法 则 及 其 逆 定 理 ) ”线性 方程 组 
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Ci1X1 十 Qi2X%2 十 十 QUnXn 二 所， 


QalxXi++Q2axa2 十 … 二 CanXn 二 ba， 


Ci 到 1 十 Qi2 死 ?十 "… 十 GE%a 二 及 


有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 矩阵 


多 -四 交 站 人 


Qi QI QI 

Ca 砚 Q 
过 三 

总 Q 


的 行列 式 141 和 0. 

证 明 “充分 性 是 克拉 默 法 测 ,属于 已 证 明 的 结论 : 

必要 性 . 设 方程 组 (5) 有 唯一 解 (cl ,cs,…,c,) ,考查 与 它 相 应 的 齐 次 线性 方程 组 
(4). 若 它 有 非 零 解 (4 ,d:，…,d,) , 易 验 证 (ci+di ,cs+d ,cs+d,) 也 是 (5) 的 解 , 且 与 
(cl,c,…,ci) 不 相等 .这 与 (5) 有 唯一 解 矛盾 , 故 方程 组 (4) 只 有 零 解 ,由 定理 5 得 
141 和 0. 

应 用 举例 “平板 在 热平衡 下 的 温度 分 布 

一 块 平板 在 处 于 热平衡 状态 时 ,物理 上 可 推导 出 并 能 观 
察 测量 得 到 下 列 规律 : 设 疡 是 平板 内 的 一 个 点 ,C 是 板 内 以 
为 圆心 的 一 个 圆 (任意 的 ) , 则 已 点 的 温度 是 圆 上 温度 的 
平均 值 .进一步 可 知 , 板 内 温度 分 布 由 板 的 边界 上 温度 决定 . 
但 实际 计算 板 上 热平衡 时 每 点 的 温度 是 有 难度 的 . 

我 们 只 限于 求 板 内 有 限 个 点 处 的 近似 的 温度 .这 可 以 化 
为 求解 线性 方程 组 的 问题 . 

图 1 中 我 们 作出 一 个 网 格 图 ,边界 上 和 内 部 都 画 出 网 格 
点 .边界 上 各 网 格 点 上 预 设 了 温度 .每 个 内 部 网 格 点 上 的 温 
度 都 是 相 邻 格 点 上 温度 取 平均 值 ,这 些 值 都 是 近似 值 .缩小 
网 格 间距 时 会 近似 得 更 准确 些 

共有 9 个 内 点 ,其 温度 分 别 为 6 ,5 , 写 出 它们 与 相 邻 点 上 温度 的 关系 就 得 到 
下 列 9 个 方程 组 成 的 线性 方程 组 : 


] 1 1 
4t240+0)， 引 三 二 订 生 二 生生 罗 42 与 (t+050)5 

1 1 1 
外 上 三 人 和 HH 二 ; 5= (Htot+0+0) 


1 ] 1 
行 二 本 TT20 ， 的 5 避 = 本 (t+ 名 +0+1) 


即 


$4 和 矩阵 的 秩 让 目 


5 
EL 二 
] 
= 下 
二 一 有 =0 
二 4 
1 1 1 
一 抱 = 一 条 =- 一 ， 
全 生 之 
1 1 1 1 
区 下 多 =0， (6) 
] 1 
和， 一 友 + 一 总 =0 
4 : 4 
1 1 3 
人 一 卜 十 ”有 
4 4 4 
1 1 ] 1 
本 与 二 的 一 
4 4 4 4 
1 1 
= 后。 下 人 
4 4 4 
记 它 的 系数 矩阵 为 Mo 
如 果 把 网 格 的 间距 减 小 一 半 ,可 画 出 49 个 内 点 .就 要 解 49 个 方程 的 方程 组 ,但 得 
的 解 就 更 近 于 实际 值 . 
平板 在 热平衡 下 的 温度 分 布 是 由 边界 上 的 温度 唯一 决定 的 .我 们 可 以 证 明 方 程 组 


(6) 的 解 的 唯一 性 . 

由 定理 6 只 要 证 1M1 天 0, 再 由 定理 5 只 要 证 明 方程 组 (6) 对 应 的 齐 次 方程 组 上 只 有 
零 解 .( 这 实际 上 是 ,如 果 在 平板 的 边界 上 预 设 每 个 网 格 点 上 的 温度 皆 为 零度 , 则 热 平 
衡 时 平板 内 每 个 网 格 点 上 的 温度 皆 为 零度 . ) 

设 取 定 方 程 组 (6) 对 应 的 齐 次 方程 组 的 一 个 解 ,对 平板 的 任 一 组 内 点 c,b,c,d， 
e, ,这 个 解 (就 是 各 网 格 点 上 的 温度 ) 在 其 上 的 值 为 4 设 内 点 处 的 
15.1 在 平板 的 所 有 网 格 点 处 温度 的 绝对 值 上 取 极 大 值 出 .又 设 0,c,d,e 是 wu 的 四 个 相 邻 


点 , 则 0= 开 (HHutt) 我 们 有 | < 也 I++lt+l .又 1 是 极 大 值 , 则 有 


村 全 入 本 21 于 是 
0 至 世人 = 全 焙 本 全 了 二 二 全 二 


1 
=4| 却 statD- >=0， 


由 此 得 11=I51=41=151=151. 即 与 相 邻 格 点 上 温度 的 绝对 值 也 是 极 大 值 .如 相 
邻 格 点 有 一 个 是 边界 点 ,比如 二, 则 151=1441=0. 任 意 内 点 六 1 和 11=0, 故 上 =0, 即 


中 因 边 界 上 点 的 温度 是 零 ,其 绝对 值 是 最 小 值 , 故 在 平板 的 网 格 某 内 点 民 上 一 定 会 取 到 温度 绝对 值 
的 极 大 值 114,1. 
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全 部 内 格 点 上 温度 为 零 . 

如 cd,e 中 无 边界 点 , 皆 为 肉 点 ,可 在 上 、 下 \ 左 ` 右 四 个 方向 中 国定 一 个 方向 , 比 
如 是 向 右 . 将 “ 移动 到 右面 方向 上 的 相 邻 内 格 点 , 取 作 新 的 “继续 向 右 移 动 几 次 后 的 
内 点 的 温度 的 绝对 值 仍 是 极 大 值 , 但 它 有 边界 格 点 作为 相 邻 格 点 .就 证 明了 每 个 内 部 
格 点 上 的 温度 都 是 零度 . 即 方程 组 (6) 对 应 的 齐 次 方程 组 只 有 零 解 ,而 方程 组 (6) 有 唯 


8$5 线性 方程 组 有 解 判别 定理 


在 有 了 向 量 和 和 拖 阵 的 理论 准备 之 后 ,我 们 现在 可 以 来 分 析 一 下 线性 方程 组 的 问 
题 ,给 出 线性 方程 组 有 解 的 判别 条 件 . 


设 线性 方程 组 为 
如 寺 范 1 吾 大 有 区 机 SEO 区 这 
5 区 寺 Qaa%2 十 5 二 Cai 区 二 力 2 3 
(1) 
QiXi TOQDX2 十 十 GT 二 由 
引入 向 量 
Ci 他 记 Qi 如 
|，a 了 |， wd， |， (2) 
如 [ 汪 , 调 
于 是 线性 方程 组 (1) 可 以 改写 成 向 量 方程 


iT 十 Was 生 必 二 Xi 三 ， 《3 


显然 ,线性 方程 组 (1) 有 解 的 充分 必 和 全 人 可 以 表 成 向 量 组 wm, ， 


二 让 发 本 十 计 Ma 站 届 |: 声 作 生硬 机 的 梅 的 信 本 得 生 作者 
系数 矩阵 


85 线性 方程 组 有 解 判别 定理 站 和 


证 明 先 证 必要 性 . 设 线性 方程 组 (1) 有 解 ,就 是 说 ,B 可 以 经 向 量 组 el ,as ,…,a， 
线性 表 出 .由 此 立即 推出 ,向量 组 we ,as ,…,w, 与 向 量 组 w ,oa ,…,a, ,B 等 价 ,因而 有 
相同 的 秩 .这 两 个 向 量 组 分 别 是 矩阵 4 与 元 的 列 向 量 组 .因此 ,和 矩阵 4 与 过 有 相同 
的 秩 . 

再 证 充分 性 . 设 矩阵 4 与 亏 有 相同 的 秩 ,就 是 说 ,它们 的 列 向 量 组 wi ,as ,…,aw, 与 
al ,ya,,B 有 相同 的 秩 , 令 它们 的 秩 为 rai ,aa 中 的 极 大 线性 无 关 组 是 由 
个 向 量 组 成 ,无 妨 设 el ,as ,…,aw 是 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 .显然 we ,as ,…,aw, 也 是 
向 量 组 el ,a ,……,a,,B 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,因此 向 量 B 可 以 经 al ,as ,…,a, 线性 
表 出 .既然 B 可 以 经 el ,aa ,…,a, 线性 表 出 ,当然 它 可 以 经 wi ,as ,…,aw, 线性 表 出 . 因 
此 ,方程 组 (1) 有 解 .| 

应 该 指出 ,这 个 判别 条 件 与 以 前 的 消 元 法 是 一 致 的 .我 们 知道 ,用 消 元 法 解 线性 方 
程 组 (1) 的 第 一 步 就 是 用 初等 行 变换 把 增 广 矩 阵 亏 化 成 阶梯 形 .这 个 阶梯 形 和 矩阵 在 适 
当 调动 前 ” 列 的 顺序 之 后 可 能 有 两 种 情形 : 


ce ed 
从 Er 旋 : 人 
0 0 发: < 过 
0 0 0 0 局 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

或 者 

ci cn Ch em 苏 
但 ii cy 
0 0 , 课 / 地 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 全 


其 中 避 关 02=1,2, rd 和 关 0. 在 前 一 种 情形 ,我 们 说 原 方程 组 无 解 ,而 在 后 一 种 情形 
方程 组 有 解 .实际 上 ,把 这 个 阶梯 形 和 矩阵 中 最 后 一 列 去 掉 , 那 就 是 线性 方程 组 (1) 的 系 
数 徐 阵 4 经 过 初等 行 变换 所 化 成 的 阶梯 形 .这 就 是 说 , 当 系 数 和 矩阵 与 增 广 矩阵 的 秩 相 
等 时 ,方程 组 有 解 ; 当 增 广 和 矩阵 的 秩 等 于 系数 矩阵 的 秩 加 1 时 ,方程 组 无 解 . 

以 上 的 说 明 也 可 以 认为 是 判别 定理 的 另 一 个 证 明 . 

根据 克拉 默 法 则 ,也 可 以 给 出 一 般 线性 方程 组 的 一 个 解法 .这 个 解法 有 时 在 理论 
上 是 有 用 的 . 
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设 线性 方程 组 (1) 有 解 ,矩阵 4 与 4 的 秩 都 等 于 ,而 忆 是 矩阵 4 的 一 个 不 为 零 的 
六 阶 子 式 ( 当 然 它 也 是 4 的 一 个 不 为 零 的 子 式 ) ,为 了 方便 起 见 ,无 妨 设 刀 位 于 4 的 左 
上 角 . 
显然 ,在 这 种 情况 下 ,4 的 前 行 就 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,第 r+1,…, 行 都 可 以 
经 它们 线性 表 出 .因此 ,方程 组 (1) 与 
三 11 营 ] 十 习 - 二 侣 1 和 十 富村 加 和 二 起 15 


CalX1 十 十 Ga2rXr 十 … 十 GanXh 三 ， 


(4 
人 和 1 十 -十 G 和 十 十 G 和 二 上 
同 解 . 
当 r= 时 ,由 克拉 默 法 则 ,方程 组 (4) 有 唯一 解 ,也 就 是 方程 组 (1) 有 唯一 解 . 
当 r<n 时 ,将 方程 组 (4) 改 写 为 
全 
而 移 i 羡 呈 汪 本 二 的 一 丰 3 4 珊 二 5 全 二 交 
《35) 
站 于 5 妆 人 一 疝 六 2 二 克 区 


(5) 作 为 % ，…xzv 的 一 个 方程 组 , 它 的 系数 行列 式 刀 和 关 0. 由 克拉 默 法 则 ,对 于 xs，…， 
2 的 任意 一 组 值 ,方程 组 (5) ,也 就 是 方程 组 (1) ,都 有 唯一 的 解 .z,,…,x, 就 是 方程 组 
(1) 的 一 组 自由 未 知 量 . 对 (5) 用 克拉 默 法 则 ,可 以 解 出 xz， 即 


(6) 


《6) 就 是 方程 组 (1) 的 一 般 解 . 


8$6 线性 方程 组 解 的 结构 


在 解决 了 线性 方程 组 有 解 的 判别 条 件 之 后 ,我 们 进一步 来 讨论 线性 方程 组 解 的 结 
构 . 在 方程 组 的 解 是 唯一 的 情况 下 ,当然 没有 什么 结构 问题 .在 有 多 个 解 的 情况 下 ,所 谓 
解 的 结构 问题 就 是 解 与 解 之 间 的 关系 问题 .下 面 我 们 将 证 明 , 虽 然 在 这 时 有 无 穷 多 个 
解 , 但 是 全 部 的 解 都 可 以 用 有 限 多 个 解 表示 出 来 .这 就 是 本 节 要 讨论 的 问题 和 要 得 到 
的 主要 结果 .下 面 的 讨论 当然 都 是 对 于 有 解 的 情况 说 的 ,这 一 点 就 不 再 每 次 都 说 明了 . 

上 面 我 们 提 到 ,” 元 线性 方程 组 的 解 是 半 维 向 量 , 在 解 不 是 唯一 的 情况 下 ,作为 方 
程 组 的 解 的 这 些 向 量 之 间 有 什么 关系 呢 ? 我 们 先 看 齐 次 方程 组 的 情形 , 设 


86 线性 方程 组 解 的 结构 二 和 


帮 | 画 1 于 机 闻 2 二 HE 三 小 ， 
Ci15i 二 CO5X2 二 十 Gy 三 0， 
( 电 
Cj 二 ao 和 于 2 本 办 
是 一 齐 次 线性 方程 组 , 它 的 解 所 成 的 集合 具有 下 面 两 个 重要 性 质 : 
两 个 多 和 下 是 方 各 组 的 人 
设 ( 司 与 (2 ) 是 方程 组 (1) 的 两 个 解 .这 就 是 说 ,把 它们 代入 方 
程 组 ,每 个 方程 成 恒等式 , 即 


把 两 个 解 的 和 
人 本 《 田 
代入 方程 组 ,得 
守 ai 有 + )= 人 Qi 让 十 光 友 轴 二 OO=0， 让 12 


这 说 明 (2) 确 实 是 方程 组 的 解 .| 
2 一 个 解 的 信 数 还 是 方程 组 的 角 


设 (人 ) 是 (1) 的 一 个 解 ,不 难看 出 (ch ,ef ,cf ) 还 是 方程 组 的 解 ， 
因为 


加 aic)= < 网 丁 千 =G 0=05 12 | 

从 几何 上 看 ,这 两 个 性 质 是 清楚 的 .在 ”=3 时 ,每 个 齐 次 方程 表示 一 个 过 原点 的 平 
面 .于 是 方程 组 的 解 ,也 就 是 这 些 平 面 的 交 , 如 果 不 只 是 原点 的 话 , 就 是 一 条 过 原点 的 
直线 或 一 个 过 原点 的 平面 .以 原点 为 起 点 ,而 端点 在 这 样 的 直线 或 平面 上 的 向 量 显然 
具有 上 述 的 性 质 . 

对 于 齐 次 线性 方程 组 ,综合 以 上 两 点 即 得 , 解 的 线性 组 合 还 是 方程 组 的 解 .这 个 性 
质 说 明了 ,如果 方程 组 有 几 个 解 ,那么 这 些 解 的 所 有 可 能 的 线性 组 合 就 给 出 了 很 多 的 
人 


如 果 人 
1 站 夫人 天 交 人 
应 该 注意 ,定义 中 的 条 件 2) 是 为 了 保证 基础 解 系 中 没有 多 余 的 解 .事实 上 ,如 果 
27 ， ,2 线性 相关 ,也 就 是 其 中 有 一 个 可 以 表 成 其 他 的 解 的 线性 组 合 ,譬如 说 ,7， 
思 | ， 刀 : … ,3 的 线性 组 合 ,那么 7 ,7 ,7 显然 也 具有 人 性质 区 通 
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现在 就 来 证 明 , 齐 次 线性 方程 组 的 确 有 基础 解 系 . 
定理 8 在 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 情况 下 , 它 有 基础 解 系 ,并 且 基 础 解 系 所 含 


总 


定理 的 证 明 事 实 上 就 是 一 个 具体 找 基础 解 系 的 方法 . 
证 明 设 方 程 组 (1) 的 系数 矩阵 的 秩 为 ", 无 妨 设 左 上 角 的 7 阶 子 式 不 等 于 零 .于 
是 按 $5 最 后 的 分 析 ,方程 组 (1) 与 $5 方程 组 (4) 同 解 ,后 者 可 以 改写 成 
下 充 | 二 52 三 一 全 天 这 汪 一 人 1 和 


G@21X1 十 十 027%y 三 一 0 和 1 一 一 CaXw 


《3) 
冯 用 琶 机 5 本 二 证 

如 果 r=m ,那么 方程 组 没有 自由 未 知 量 ,方程 组 (3) 的 右 端 全 为 零 .这 时 方程 组 只 
有 和 零 解 ,当然 也 就 不 存在 基础 解 系 .以 下 设 r<. 

我 们 知道 ,把 自由 未 知 量 的 任意 一 组 值 Ce ,…,c) 代 入 (3) ,就 唯一 地 确定 了 方 
程 组 (3 ) 也 就 是 方程 组 (1) 的 一 个 解 . 换 句 话说 ,方程 组 (1) 的 任意 两 个 解 ,只 要 自 
由 未 知 量 的 值 一样 , 这 两 个 解 就 完全 一 样 .特别 地 ,如 果 在 一 个 解 中 ,自由 未 知 量 的 值 
全 为 零 ,那么 这 个 解 一 定 就 是 零 解 . 

在 (3) 中 我 们 分 别 用 "7 组 数 

[100 (01o07， oo 《0 ,0551T) (4) 

来 代 自 由 未 知 量 (* xz，……xz,) ,就 得 出 方程 组 (3) 一 一 也 就 是 方程 组 (1) 的 mr 个 
解 , 设 为 


鸭 , 三 (eicliyls0 0) 
别 : 三 《0 有 1 05) 
2 
我 们 现在 来 证 明 ,(5) 就 是 一 个 基础 解 系 .首先 证 明 7, ,7:,…,?7, -线性 无 关 .事实 
上 ,如 果 
大 2 + 有 2 二 =0， 
即 
局 细 1 生 承 而 5 十 十 丰 or 可 机 305050 一 10). 
比较 最 后 w-r 个 分 量 ,得 
人 三 丰 三 …= 大 ,=(0. 


因此 ,7 72，… ,7 线性 无 关 . 
再 证 明 方 程 组 (1) 的 任 一 个 解 都 可 以 经 7 , 7: … ,7 线性 表 出 . 设 
本 三 (6) 
是 (1) 的 一 个 解 .由 于 77:，…, 2, 是 (1) 的 解 , 所 以 线性 组 合 
CI1371 十 Cr2 订 2 十 "… 十 Co 外， 《有功 


也 是 (1) 的 一 个 解 .比较 (7) 和 (6) 的 最 后 w-r 个 分 量 得 知 , 自 由 未 知 量 有 相同 的 值 , 从 
而 这 两 个 解 完全 一 样 , 即 


$6 线性 方程 组 解 的 结构 | 是 


入 三 Cr 十 Cr 入 2 十 "十 Cn 入 (8) 
这 就 是 说 ,任意 一 个 解 了 了 都 能 表 成 7 ,ma，…,3v 的 线性 组 合 .综合 以 上 两 点 ,我 们 就 证 
明了 7 ,972，…, 7, 确 为 方程 组 (1) 的 一 个 基础 解 系 ,因而 齐 次 线性 方程 组 的 确 有 基础 
解 系 .证 明 中 具体 给 出 的 这 个 基础 解 系 是 由 mn-r 个 解 组 成 .至 于 其 他 的 基础 解 系 ,由 定 
义 ,一 定 与 这 个 基础 解 系 等 价 ,同时 它们 又 都 是 线性 无 关 的 ,因而 有 相同 个 数 的 向 量 . 
这 就 是 定理 的 第 二 部 分 .1 
由 定义 容易 看 出 ,任何 -个 线性 无 关 的 与 基 一 个 基础 解 系 等 从 的 向 量 组 都 是 基础 
解 系 (读者 自己 证 明 )。 
下 面 来 看 一 般 线 性 方程 组 的 解 的 结构 .如 果 把 一 般 线 性 方程 组 
QIXI 二 GDE2 十 十 CiX 二 沪 ， 
全 21 访 j 十 Caog7 二 se 二 GE 克 三 四 75 
| | 《9 ) 
允 1C 
的 常数 项 换 成 0 ,就 得 到 齐 次 方程 组 (1). 方 程 组 (1) 称 为 方程 组 (9) 的 导出 组 .方程 组 
《9) 的 解 与 它 的 导出 组 (1) 的 解 之 间 有 密切 的 关系 : 
1. 线性 方程 组 (9) 的 两 个 解 的 差 是 它 的 导出 组 (1) 的 解 . 


有 


设 ( 且 训 和) (0 人 ) 是 方程 组 (9) 的 两 个 解 , 即 
尝 ai 三 思 ， 友人 二 下 三 二 人 


1 JSl 
它们 的 差 是 
人 大 


显然 有 


电 放 (二 = -1) = > j 语 二 了 三 多 关押 二 0 下 = 了 2 
这 就 是 说 ,( 且 -0 太一) 是 导出 组 (1) 的 一 个 解 . 
? 线性 方 组 (9) 前 一 个 各 与 它 的 导出 组 (1) 的 一 个 角 之 和 还 是 这 个 线性 方 和 组 
的 一 个 解 
设 (后 ,和 入 ) 是 (9) 的 一 个 解 , 即 


> oj 用 = 和 112 
J=1 


又 设 (0 …,) 是 导出 组 (1) 的 一 个 解 , 即 


罕 四 = 


j 


(大 十 凡 ) = o + ajl=Oi+O=bi， PE 2 


由 这 两 点 我 们 很 容易 证 明 下 面 定理 ; 
和 如 果 7 是 方程 组 (9) 的 一 个 特 解 ,那么 方程 组 (9) 的 任 一 个 解 y 都 可 以 
表 成 
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Y=》ot+?， (10) 
| 因此 ， 和 个 特 解 y, 当 ?9 取 遍 它 的 导 


We 显然 
7=7o+(7Y-7o) ， 
由 上 面 的 1,y-?y 是 导出 组 (1) 的 一 个 解 , 令 
Y-7o=27， 


就 得 到 定理 的 结论 .既然 (9) 的 任 一 个 解 都 能 表 成 (10) 的 形式 ,由 2, 在 取 遍 (1) 的 全 
部 解 的 时 候 ， 
Y=》o+ 了 7 
就 取 遍 (9) 的 全 部 解 . | 
定理 9 说 明了 ,为 了 找 出 一 线性 方程 组 的 全 部 解 , 我 们 只 要 找 出 它 的 一 个 特殊 的 
解 以 及 它 的 导出 组 的 全 部 解 就 行 了 .导出 组 是 一 个 齐 次 方程 组 ,在 上 面 我 们 已 经 看 到 ， 
一 个 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 全 体 可 以 用 基础 解 系 来 表 出 .因此 ,根据 定理 我 们 可 以 用 
导出 组 的 基础 解 系 来 表 出 一 般 方程 组 的 一 般 解 :如 果 y。 是 方程 组 (9) 的 一 个 特 解 ,7 ， 
刀 ,，… ,是 其 导出 组 的 一 个 基础 解 系 ,那么 (9) 的 任 -一 个 解 了 都 可 以 表 成 
和 三 Yo+AN371 十 夺 72 二 "十 大玉，- 
推论 在 方程 组 (9) 有 解 的 条 件 下 , 角 是 唯一 的 充分 必要 条 件 是 它 的 导出 组 (1) 
只 有 地 角 
证 明 充分 性 .如 果 方 程 组 (9) 有 两 个 不 同 的 解 ,那么 它 的 差 就 是 导出 组 的 一 个 非 
零 解 . 因 之 ,如 果 导 出 组 只 有 零 解 ,那么 方程 组 有 唯一 解 . 
必要 性 .如 果 导 出 组 有 非 零 解 ,那么 这 个 解 与 方程 组 (9) 的 一 个 解 ( 因 为 它 有 解 ) 的 
和 就 是 (9) 的 另 一 个 解 ,也 就 是 说 ,(9) 不 止 一 个 解 . 因 之 ,如 果 方 程 (49) 有 唯一 的 解 , 那 
么 它 的 导出 组 只 有 零 解 .| 
线性 方程 组 的 理论 与 解析 几何 中 关于 平面 与 直线 的 讨论 有 密切 的 关系 .我 们 来 看 
线性 方程 组 
忆 | 区 1 十 Go 击 积 13 区 三 信 1 
(1) 
侈 5 光 击 如 25 和 5 击 站 有 和 ss 三 也。 
(11) 中 每 一 个 方程 表示 一 个 平面 ,线性 方程 组 (11) 有 没有 解 的 问题 就 相当 于 这 两 个 
平面 有 没有 交点 的 问题 .我 们 知道 ,两 个 平面 只 有 在 平行 而 不 重合 的 情形 没有 交点 . 
(11) 的 系数 矩阵 与 增 广 矩阵 分 别 是 


CU 击 o 区 和 太太 和 六 训 交 曾 
4= 4= 
内 Ca 入 Co 记 藉 中 
它们 的 秩 可 能 是 1 或 者 2. 人 
1. 4 的 秩 =1,4 的 秩 =1. 这 就 是 4 的 两 行 成 比例 ,因而 这 两 个 平面 平行 .又 因为 4 
的 两 行 也 成 比例 ,所 以 这 两 个 平面 重合 .方程 组 有 解 ， 
2. 4 的 秩 =1,4 的 秩 =2. 这 就 是 说 ,两 个 平面 平行 而 不 重合 .方程 组 无 解 . 
3. 4 的 秩 =2. 这 时 4 的 秩 一定 也 是 2. 在 几何 上 就 是 这 两 个 平面 不 平行 ,因而 一 定 
相交 .方程 组 有 解 . 


7 二 元 高 次 方程 组 | 川上 


下 面 再 来 看 看 线性 方程 组 的 解 的 几何 意义 . 设 和 矩阵 4 的 秩 为 2, 这 时 一 般 解 中 有 一 
个 自由 未 知 量 ,譬如 说 是 ” ,一 般 解 的 形式 为 
区 F 剖 二 5 和 3 
| | (12) 
和 三 化 十 6 区 3。 
从 几何 上 看 ,两 个 不 平行 的 平面 相交 成 一 条 直线 .把 (12) 改 写 一 下 就 是 直线 的 点 向 式 
方程 
xd Award 


如 果 引 入 参数 (, 令 2 =4(12) 就 成 为 


大 [三友 上 Gjts 
E (13) 
Xa3 = 
这 就 是 直线 的 参数 方程 , 
(11) 的 导出 方程 组 是 
和 (14) 
aailzi+aaxza+aax3i=0 


从 几何 上 看 ,这 是 两 个 分 别 与 (11 ) 中 平面 平行 的 且 过 原点 的 平面 ,因而 它们 的 交 线 过 
原点 且 与 直线 (12) 平 行 .既然 与 直线 (12) 平 行 ,也 就 是 有 相同 的 方向 ,所 以 这 条 直线 的 
参数 方程 就 是 
多 | 三 City 
XY 三 Cit， (15) 


Xz 三 志 


(13) 与 (15) 正 说 明了 线性 方程 组 (11) 与 它 导 出 方程 组 (14) 的 解 之 间 的 关系 . 


7 二 元 高 次 方程 组 


现在 我 们 利用 已 经 建立 起 来 的 线性 方程 组 的 理论 给 出 一 个 解 二 元 高 次 方程 组 的 
一 般 方 法 .为 了 这 个 目的 ,我 们 先 讨论 一 下 两 个 一 元 多 项 式 有 非常 数 的 公 因 式 的 条 件 ， 
根据 第 一 章 的 结果 ,可 以 证 明 : 
引 理 ” 设 
Frz)= ax +air 十 二 0， (1) 
g(E)= Doxz"+DX 十 十 《2 
是 数 域 | 和 5osbio 可 于 是 志 与 g50z) 在 


Cs zi(YZ)g5(x). 
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证 明 先 证 必要 性 .如 果 拟 x) 与 gx) 有 非常 数 的 公 因 式 dx) , 即 
xi)=dC5) 太 (xz) ， EX)=QG(OX)SICYD)， 
其 中 06(JCz) )<nm,9(8iCz) )<mm, 那 么 取 &wx)=gi(z) xz)= 帮 xz) 显然 就 有 
&(xz)Fxz)=dxz)AhCx)g(z)=zCxz)Ss(Cz). 


再 证 充分 性 .为 了 确定 起 见 ,不 妨 设 w 关 0, 也 就 是 说 , 几 xz) 是 一 壮 次 多 项 式 .假定 有 


uCx) ,2(xz) 使 

&(X) 太 2)=VCZ)SE(Z) ， 
其 中 69(x(xz) ) <mm,9(z(xz) )<m. 令 

(sx) zz))=dGxz)， 


于 是 
Jxz)=dz)AGz)，ox)=dxz)oCx). 
代入 (3) 式 ,得 
dz)uUz)ACz)=dxz)o(xz)SsCz)， 
消去 d(x*) ,有 


到 人 克 光 记 《区 二 面 ( 殉 ) 区 (元 ) 


《3) 


(4 


因为 4Cxz) | (xz) ,所 以 4&Cz) 的 次 数 小 于 nm ,因而 (xz) 的 次 数 大 于 零 .我 们 知道 (A(xz)， 


om(xz))= 1 由 ,于 是 由 (4) , 即 
(rz) |m(xz)&g(z)， 
得 
所 (x) | 本 z) 
这 就 是 说 几 x) 与 gx) 有 一 非常 数 的 公 因 式 ACz). 
下 面 再 来 把 引 理 中 的 条 件 改变 一 下 . 令 
2(XY) = LE 十 人 十。 十， ， 1( 区 ) 三 TOX 二 Diw 十 二 |。 
由 多 项 式 相 等 的 定义 ,等 式 
L(xz)7x)=DCX)ECY) 


就 是 左右 两 端 对 应 系数 相等 , 即 
CoLo = boz0， 
琴 过 0 二 全 0 芭 = 20 十 07 ， 


村 起 0 二 机 [二 | 寺 训 0 三 志 220 二 关押 二 的 令 5 


Cn tn-2 池 Ca-TLn-1 n2n-z 出 -ini 和 


CQ LT 学 DVR 


(5) 


《6) 


如 果 把 (6) 看 成 一 个 关于 未 知 量 Loy Li Un DID- 的 方程 组 ,那么 它 是 一 个 
含 到 4 个 未 知 量 , 柬 + 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 .显然 , 引 理 中 的 条 件 … 在 PLx] 中 存 
在 非 零 的 次 数 小 于 普 的 多 项 式 &(x) 与 次 数 小 于 的 多 项 式 z(x) 使 (5) 式 成 立 "就 相 


当 于 说 , 齐 次 线性 方程 组 (6) 有 非 零 解 ， 


四 参看 第 一 章 习题 10. 


必 7 二 元 高 次 方程 组 | 有 


我 们 知道 , 齐 次 线性 方程 组 (6) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 为 它 的 系数 矩阵 的 行列 


式 等 于 零 . 
把 线性 方程 组 (6) 的 系数 矩阵 的 行列 互 换 , 再 把 后 边 的 普 行 反 号 , 取 行 列 式 就 得 
5 5 QQ 
公关 | 从: 页 
奴 行 
@n 1 亿 
5 二 配 站 6 
元 行 六 芒 ; 上 让， 丰 
D 4 E 
对 任意 多 项 式 


成 呈 )= aoz ACE g(xz)= Do +DX 十 十 
(它们 可 以 为 零 多 项 式 ) ,我 们 称 行列 式 (7) 为 它们 的 结 式 , 记 为 尺 /gz). 综 合 以 上 分 
析 ,就 可 证 明 
定理 10 设 
JJ)= aox'+uiX 十 gg(X)= Do 二 DY 十 二 


六 [有 人 7,M>0， 人 g)=0 的 充 4 人 0 与 


二 攻 ，' 协 : 凶 - 允 - 


十 十 G，， 


十 CE 


证 明 剖 an ypu 全 为 零 ， 了 ,gx) 有 一 1 则 RCH g)= 0 如 扩 x) 与 5(xz) 全 
不 为 零 上 且 有 非常 数 公 因 式 ,由 引 理 有 xz(x*) ,oz(x) ,ao(u(z))<myo(zCxz))<nm 使 wx) 。 
xz)=u(z)g(xz). 于 是 (6) 有 非 零 解 .也 得 RLj.s)= 0. 
反之 , 设 R/sg)=0. 若 /xz),g(z) 中 有 一 为 零 多 项 式 ,定理 显然 成 立 . 在 ./ 几 x)， 
g(z) 都 不 为 零 , 目 un, 不 全 为 零 时 ,由 RC/g5)=0, 则 (6) 有 非 零 解 . 知 有 
HOW) = HOW 二 
&(x) ,un(z) 不 全 为 零 合 wz)Hz)=DOxz)gs(z). 因 jxz),g(xr) 全 不 为 零 , 必 有 
&(z) ,2(x) 全 不 为 零 .所 以 ga(u(xz) ) <m,9(2Cz))< 六 由 引 理 ,所 x) ,gxz) 有 非常 数 公 因 
式 .此 外 就 是 wu,=0,% =0 的 情况 .定理 得 证 .| 
当 忆 是 复数 域 时 ,两 个 多 项 式 有 非常 数 公 因 式 与 有 公共 根 是 一 致 的 .因此 对 复数 
域 上 多 项 式 凡 zx) ,sg(z),RCAs)=0 的 充分 必要 条 件 为 FLxz),g(xz) 在 复数 域 中 有 公共 
根 或 它们 的 第 一 个 系数 全 为 零 . 
结 式 还 提供 了 解 二 元 高 次 方程 组 的 一 
系数 的 二 元 多 项 式 ,我 们 来 求 方程 组 
人 zy=0， 
La 
在 复数 域 中 的 全 部 解 .Kx,y) 与 g&(xz:y) 可 以 写成 


7 了 )= Go(7)2 GTCYD2 ”+wehav(y)s 


g(xw,y)= bo(7)xz"+bi(7)xz” +…+O(7) ， 


到 (无 ) = LoX 01-15 


一 般 的 方法 . 设 几 xz,y),g5(x,y) 是 两 个 复 


(8) 
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其 中 o(y),o7)(=0,1 ,xj=0,1,…,) 是 y 的 多 项 式 . 把 几 z,y) 与 gz,y) 看 作 
是 * 的 多 项 式 , 令 
ao(y) ai(y) aa(y) 6 ai(CY) 
ao(y) ai(y) 5 ai(Y) ai(y) 


ao(7) al) ee Gay) 


及 主 二 玫 
| 
py) 7) 5 下 7 这 ( 
高 


这 是 一 个 y 的 复 系数 多 项 式 . 
由 定理 10 即 得 下 面 定 理 : 


数 使 (wo) 是 方程 组 (8) 的 一 个 解 .| 

由 此 可 知 ,为 了 解 方程 组 (8) ,我 们 先 求 高 次 方程 RCHFg)=0 的 全 部 根 , 把 尺 .(/， 
&)= 0 的 每 个 根 代 和 人 (8) ,再 求 * 的 值 .这 样 ,我 们 就 得 到 (8 ) 的 全 部 解 . 

例 解 方程 组 


刀 -7Txy+4x+13x-27-3=0， 
| (9) 


好 -14xzy+9x2+28x-47-5= 0. 
拒 (9 改 写 一 下 ， 
刀 -(7x+2)y+(472+13x-3)= 0， 
Lucasyat 
手 是 
1 三 7 3 了 0 
0 1 -7xz-2 4x2?+13x-3 
1 -14x*-4 9x*+28x 一 5 0 
0 1 -14x-4 9x*+28x-5 
1 二 人 0 
0 1 -7Tx=-2 4x2+13x-3 
0 -7xz-2 5Sxr+15x-2 0 
0 0 -7x-2 5Sxz+15x-2 
1 -7Tx-2 4xz+13x-3 
=|-7x-2 5Sx?+15x-2 0 
0 5 
1 0 -7 -2x-1 
三 | =7x=2 524+1Sw=2 0 
0 了 Sx*+1Sx-2 


习题 中 由 


=(Sx3+1Sx-2)2-(7x+2)2(xz+1) 3 
=(Sx?+15x-2-7xz2-9x-2)(Sxr2+15Sx-2+7x2+9x+2) 
= -24(x-3x+2) (zz+2x7) 
= -24x(x-1)(xz=-2)(xz+2). 
R,(/,g) 的 4 个 根 是 
xx=0,1,2,-2. 
用 x=0 代 入 (9) ,得 
7 -27-3=0， 
[二 
这 两 个 方程 的 公共 根 是 y=-1, 因 之 (0,-1) 是 (9) 的 一 个 解 . 
用 同样 的 方法 可 得 (9) 的 另外 三 个 解 是 (1,2),(2,3) 与 (-2,1). 这 四 个 解 就 是 
(9) 的 全 部 解 . 
与 一 元 方程 相仿 ,方程 组 (8) 的 解 的 个 数 与 多 项 式 HKx,y),g(xz,y) 的 次 数 也 有 一 
定 的 关系 .由 于 讨论 起 来 比较 复杂 ,在 这 里 就 不 谈 了 . 


习 题 


1. 用 消 元 法 解 下 列 线性 方程 组 : 


Yi+3xi+5z3 一 47，， =1， 

人 | 于 2xa 一 3xu2x5 三 1， 
0 届 203 一 025 于 区 二 二 下， 

汰 二 一 S 3 

1 六 生生 一 22， 寺 让》 一生 一 抱 二 3 2) 

2x1=3xz+42a 三 5xj 生 2255 三 了 ) 
| 一 入 -KW5 直 7 二 5 号 5 

9xi=955+613 一 16x+2x5 = 253 
3 二 2 和 5 未 3 一 %4 寺 Xi 三 一] 


ZX 一 273+373 一 4x4 = 不 ， 3xr，+4xr，-Sx，+7x,=0， 
Xa 一 %3 十 2 二 一 3， 2%1 一 3Y 十 3w5 三 2x4 三 05 
3) 4) 
区 1 呈 3wa +x4: 三 1， 4xri+1lz: 一 13xi+16r,=0， 
一 735+355 十 04 二 一 35 11 = 0 


莱 十 2x3:+33x3 一 xz 一 1， 
2X， 十 %2， 一 二 让 三 1 
381 和 25， 趟 允 和 二 5 
3xI 一 2xo 下 ZX 二 3wy 三 分， 
5 6 2 二 3 同和 5 
洒水 的 二 5 二 忆 多 1 三 天 5 
2 起 22 米 2 二 元 三 人， 
人 2 去 刘 5 币 克 3 业 ， 三 介 
5xi+5xa+2x =2. 


2. 把 向 量 B 表 成 向 量 ae ,aa ,as 的 线性 组 合 : 
二 将 二 (1211 入 人 二 人 1 了 7 三 大 和 下 本 二 (二 一 
2) 8B=(0,0,0,105ar= 0110 Taa= (2 1 31)5a = 人 110;0)5a2 =(O0, 1 1 =1)， 
3. 证 明 : 如 果 向 量 组 al ,as ,…,a, 线性 无 关 , 而 al ,as,…,a,,B 线 性 相关 , 则 向 量 B 可 以 经 w,， 
oa 线性 表 出 . 


103 


人生 第 三 章 ”线性 方程 组 


4.aw=(aas yan)(i=l2,…,n) ,证 明 :如果 行列 式 | ti | 关 0, 那 么 el ,as ,…,a, 线性 
无 关 ， 
5. 设 太 ,54 是 互 不 相同 的 数 ,r 和 天 证 明 :ai = 010 有 6 和 )(i=1,2,…,r) 是 线性 无 
关 的 . 
6. 设 al ,as ,ai 线性 无 关 ,证 明 :a+as ,as+ai ai+al 也 线性 无 关 . 
7. 已 知 al aa ,ea, 的 秩 为 ,证 明 :al,a,…,a, 中 任意 上 个 线性 无 关 的 向 量 都 构成 它 的 一 个 
极 大 线性 无 关 组 . 
8. 设 aiyai ,ae 的 秩 为 放 al aaai 是 ayasi ya 中 的 7 个 向 量 ,使 得 ai vas ya 中 
每 个 向 量 都 可 以 经 它们 线性 表 出 ,证明 :a ,ai ,…，,a; 是 alyaa,…:a, 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
9. 证 明 : 一 个 向 量 组 的 任何 一 个 线性 无 关 组 都 可 以 扩充 成 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
10. 设 aw,=(1,-1,2,4) ,as=(0,3,1,2) ,as=(3,0,7,14) ,ws =(1,-1,2,0) ,as=(2,1,5,6). 
1) 证 明 :a,a; 线性 无 关 ; 
2) 把 ea: 扩充 成 一 极 大 线性 无 关 组 . 
. 求 下 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 与 秩 : 
I) ai=(6,4,1,-1,2),w=(1,0,2,3,-4) ,as=(1,4,-9,-16,22) ,ai=(7,1,0,-1,3); 
有 度 | 三 人 T 一 2 本 三 (90953552 人 EC35052514D El 15207a5E 《人 2515 人 )， 
12. 证 明 : 如 果 向 量 组 ( 工 ) 可 以 经 向 量 组 ( 工 ) 线 性 表 出 ,那么 ( 工 ) 的 秩 不 超过 ( 工 ) 的 秩 . 
13. 设 al ,aa ,wa, 是 一 组 站 维 向 量 , 已 知 单位 向 量 el ,es:,…,e, 可 以 经 它们 线性 表 出 ,证 明 : 
ai ,线性 无 关 . 
14. 设 wyas,…,a 是 一 组 半 维 向 量 ,证 明 :a ,as,…，a, 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 任 一 ?” 维 
向 量 都 可 以 经 它们 线性 表 出 . 
15. 证 明 :线性 方程 组 


ja 


人 学) 于 王 1 和 2 十 十 红 W 二 鸭 1 5 


5j 芝 | 十 站 二 和 二 二 二 0 二 05 


友 放 这 | 下 Gag 于 出 G 研 六 
对 任何 六 ,六 ,…, 都 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 | wy | 关 0. 
16. 已 知 向 量 组 el ,as ,ay 与 aa aas ae 有 相同 的 秩 , 证 明 :ai,as ,al 与 ai， 
aaa ee 等 价 , 
17. 设 B,=as+as+…+aB=a+a+…+ta 8B=awi+tas +…+e 证明 :8 ,8 …,B, 与 wi， 
aa, 有 相同 的 秩 . 
18. 计算 下 列 和 矩阵 的 秩 : 


0 1] 1 =] 2 1 =1 2 1 办 
0 2 =2 一 0 2 -2 4 =-2 0 
1 ) 站 
| | 1 1 3 0 6 = 1 
1 0 业 ， 去 和 0 3 0 全 世 
| 才 
和 6 8 沁 
QiOrZ 5 
6 104 21 9 17 
3 ; 4 人 | 向 则 当 6 |; 
人 0 3 入 ] 
3 
35 230 瞧 20 5 
36 32 77 


习题 用 是 


1 0 0 0 
1 100 0 
SIoO01lr1li0 0 
0 
0101 1 


19. 讨论 A,c 履 取 什么 值 时 下 列 方程 组 有 解 , 并 求解 ; 


AXI +X 十 09 三] ， 
1) EX1+AY2 +X3 二 从， 


2 十 %7 二 久 2 三 六 和 


(A+3)xi 测 05 +2xa = 人 ， 
2) /2 + 三 2A， 
3(A+1)xi +Axa+(A+3)x3=3; 


CE1 +XyT+XE1Y 二 下 ， 
3) ) x+ =35 
Xi+2b0x3+X3a = 4， 


20. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 , 并 用 它 表 出 全 部 解 : 


而 4 本 蕊 ， 非 鸡 = 二 人 
3xi 十 2x 十 2 二 X4 一 3x5 三 0， 2 一 0 十 253 一 允 4 =0， 
证 区 二 27 汪 277 寺 6xs 二 0， 人 4xzi 一 2x)+6x3+3x 一 4xs=0， 
5Xi 十 4X2 十 323 土 354 一 %5 三 03 251+4x) 一 2xi+4x4 一 725=0; 
而 二 2X5 十 X5 二 % 二 5 三 介 ; 矶 三 205 一 二 5 三 人 5 
2 0 了“ 下 2 人 
3 4) 
二 二 7 雹 二 9 一 SX 二 50 研 0 3 一 2 二 0 
3%1 9 一 2 一 5 二 05 2x1 一 Sxaw5 一 224 二 224 三 0: 


21. 用 导出 组 的 基础 解 系 表 出 第 1 题 1) ,4) ,6) 题 中 线性 方程 组 的 全 部 解 . 
22. a 泌 取 什 么 值 时 ,线性 方程 组 
次 半生 十 X 
38i 十 2 十 十 2 一 3x5 三 Gy 
5 二 27 十 2 三 3 
Sxi+4xa+3x4+3Y4 一 25 = 也 
有 解 ? 在 有 解 的 情形 , 求 一 般 解 . 
23. 设 吉 -站 = 站 ,二 - 站 三 0 三 - 生 =) 克 -oEa ,二 -< 到 证明: 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 为 
在 有 解 的 情形 , 求 出 它 的 一 般 解 . 
24. 证 明 : 与 基础 解 系 等 价 的 线性 无 关 问 量 组 也 是 基础 解 系 . 
25. 设 齐 次 线性 方程 组 
硬 和 1 上 大 坟 玫 二 二 人 训 三 间 ， 
=0， 


Ga1X1 十 Ga2X2 十 "十 Ga 


而 


QiX1+Qaxat… 二 nn 三 0 


105 


站 第 三 章 ”线性 方程 组 


的 系数 矩阵 的 秩 为 r, 证 明 : 方 程 组 的 任意 mn-r 个 线性 无 关 的 解 都 是 它 的 一 个 基础 解 系 . 
26. 证 明 :如 果 刀 ,7 ，…,2, 是 一 线性 方程 组 的 解 ,那么 心太 +22+…+u23 (其 中 国 二 二 十 
=1) 也 是 一 个 解 ， 
27. 多 项 式 /x*)= 2r -3x +Mx+3 与 g(xz)=x +Ax+l 在 入 取 什 么 值 时 ,有 公共 根 ? 
28. 解 下 列 联 立 方程 : 
eewiwyw 三 ee 
归 -2zy+2x2-y-z-4=0; z+4xy- 六 +10y-9=0; 
seo 


妇 ?352+(x+7 )y+x 一 5 一 Sx 一 3 =0 


1. 假设 向 量 B 可 以 经 向 量 组 el ,as ,……,a, 线性 表 出 ,证 明 :表示 法 是 唯一 的 充分 必要 条 件 是 mi ， 
aa, 线性 无 关 . 
2. 设 ai ,ay ,…,a, 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 ,B, = 之 aasi=1,2,… 沪 证 明 :B,,B,,…,B, 线 性 无 


关 的 充分 必要 条 件 是 
2 人 0 i 
在 CD 他 
关 0. 
0 Ga “2r 


3. 证 明 :al ,as ,…:,a,( 其 中 天 0) 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 至 少 有 一 wj(1<i<y) 可 以 经 ai， 
“75 线性 表 出 ， 

4. 已 知 两 向 量 组 有 相同 的 秩 , 且 其 中 之 一 可 以 经 另 一 个 线性 表 出 ,证 明 :这 两 个 向 量 组 等 价 . 

5. 设 向 量 组 w ,az,…,a, 的 秩 为 ,在 其 中 任 取 严 个 向 量 wm ,aa 证明 :此 向 量 组 的 秩 关 
太 十 7 凤 一 人 

6. 设 向 量 组 am yes ya Bo5aasya3BBB 的 秩 分 别 为 mvrzsmy* 证 明 ; 


max( riyr) 过 户 委 站 +r。 


7. 线性 方程 组 
alX1 +aaxz +…+anxn=0， 
Caix1 +G2axa 十 二 Can 三 0， 
让 区 本 酌 -1 5 可 全 2 下 不 ia 外 二 从 
的 系数 殉 阵 为 
Q0 1 2 
而 j 0 人 
胡 三 
Goci Ga 


设 M 是 矩阵 4 中 划 去 第 列 剩 下 的 (2-1)x(z1) 和 矩阵 的 行列 式 . 证 明 : 


补充 题 1 和 


I) (〈 计 ,=-MW…,(-1) 1,) 是 方程 组 的 一 个 解 ; 
2) 如 果 和 4 的 秩 为 i-1 ,那么 方程 组 的 解 全 是 (有 ,-4,,…,(- 1“ ) 的 倍数 ， 
8. 设 w=(a as)(i=1.2 和 8) ,B=( 语 ,号 ,…, 思 ) ,证 明 :如 果 线 性 方程 组 
ii 高 | 牙 GE 站 … 趟 aa 到 三 人 ， 


0 区 二 Cox 二 十 Go 二 0， 


可 器 和 十 人 
的 解 全 是 方程 0xzi+baxz+…+bxs=0 的 解 ,那么 B 可 以 经 aa:，…a, 线 性 表 出 . 
9. 设 7 是 线性 方程 组 的 一 个 解 ,7 ,7 .…,27, 是 它 的 导出 组 的 一 个 基础 解 系 , 令 
Xi =7o， 7 三 11+70， 人 人， Yo 人 0 
证 明 :线性 方程 组 的 任 一 个 解 y 都 可 表 成 
YY 三 YI+UaYaT MIXYa1y 


其 中 了 十 2 十 "二 化 = 


10. 设 
al ai ai 
了 区 o aa 
da Cs 
为 一 实数 域 上 的 矩阵 .证 明 : 


1) 如 果 |o|> > |o| 12 那么 |4| 关 0; 
/二 上 


2) 如 果 cj,> 六 | mw 
11. 求 出 通过 点 MI,0,0) ,MaC1,1,0) ,WiC11,1) ,WO0,1,1) 的 球面 的 方程 . 
12. 求 出 通过 点 Mi(0,0) ,Wi(1.0) ,Ni (2,1)，WNC1,1),W5(1,4) 的 二 次 曲线 的 方程 : 
13. 求 下 列 曲 线 的 直角 坐标 方程 : 


,=1,2,…,, 那 么 |4 | >0. 


， 21+1 人 +21 一 1 
1) 远 = =+T ,7=24 二 [一 33 2 拓也 = 一 
大 十 ] 这 出 | 
14. 求 结 式 : 
#-1 xl 有 交 
1 ) 2) x+X+1 与 一 3Y+2; 3) 沁 +1l 与 (x-1) 


一 一 一 一 
三 一 
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第 四 章 
矩阵 


$1 年 阵 概念 的 一 些 背景 


在 线性 方程 组 的 讨论 中 我 们 看 到 ,线性 方程 组 的 一 些 重要 性 质 反 映 在 它 的 系数 矩 
阵 和 增 广 矩 阵 的 性 质 上 ,并 且 解 方程 组 的 过 程 也 表现 为 变换 这 些 和 矩阵 的 过 程 . 除 线 性 
方程 组 之 外 ,还 有 大 量 的 各 种 各 样 的 问题 也 都 提出 矩阵 的 概念 ,并 且 这 些 问 题 的 研究 
常常 反映 为 有 关 和 抢 阵 的 某 些 方面 的 研究 ,甚至 于 有 些 性 质 完 全 不 同 的 .表面 上 完全 没 
有 联系 的 问题 ,归结 成 矩阵 问题 以 后 却 是 相同 的 .这 就 使 矩阵 成 为 数学 中 一 个 极其 重 
要 的 应 用 广泛 的 概念 ,因而 也 就 使 矩阵 成 为 代数 特别 是 线性 代数 的 一 个 主要 研究 对 
象 .这 一 章 的 目的 是 引入 矩阵 的 运算 ,并 讨论 它们 的 一 些 基 本 性 质 . 
为 了 使 读者 对 和 抢 阵 的 概念 以 及 下 面 要 讨论 的 问题 的 背景 有 些 了 解 ,我 们 来 介绍 一 
些 提出 矩阵 概念 的 问题 .当然 ,由 于 篇 幅 和 目前 知识 的 限制 ,介绍 的 方面 有 很 大 局 限 性 . 
1. 在 解析 几何 中 考虑 坐标 变换 时 ,如果 只 考虑 坐标 系 的 转轴 ( 闭 时 针 方 向 转轴 ) ， 
那么 平面 直角 坐标 变换 的 公式 为 
ee 本 0， (1) 
7=xY simn 0O+7 cos 0， 
其 中 9 为 x 轴 与 * 轴 的 夹 角 .显然 ,新 旧 坐标 之 间 的 关系 ,完全 可 以 通过 公式 中 系数 所 
排 成 的 2x2 矩阵 
cos 日 一 Sin 
| 。 0 cos 0 
表示 出 来 .通常 ,矩阵 (2) 称 为 坐标 变换 (1) 的 矩阵 .在 空间 的 情形 ,保持 原点 不 动 的 仿 
射 坐标 系 的 变换 有 公式 
币 三 而 人 天 "十 @ 儿 二 Q3E 5 
ee 《3 
和 三 渴 有 上 生 o 太 市 Ga 


同样 ,矩阵 


而 太 “ 通 语 ” 生 m 
CC (4) 


$1 矩阵 概念 的 一 些 背 景 | 和 


就 称 为 坐标 变换 (3) 的 矩阵 . 
2. 二 次 曲线 的 一 般 方程 为 


ax +20xzy+er +2dx+2ey+F= 0. (S) 
(5) 的 左 端 可 以 用 表 


来 表示 ,其 中 每 一 个 数 就 是 它 所 在 的 行 和 列 所 对 应 的 x,y 或 1 的 乘积 的 系数 ,而 (5) 的 
左 端 就 是 按 这 样 的 约定 所 形成 的 项 的 和 . 换 名 话说 ,只 要 规定 了 x,y,1 的 次 序 , 二 次 方 
程 (5) 的 左 端 就 可 以 简单 地 用 抢 阵 
Qa D 攻 
区 和 
世 远大 
来 表示 .通常 ,(6) 称 为 二 次 曲线 (5) 的 矩阵 .以 后 我 们 会 看 到 , 这 种 表示 法 不 只 是 形式 
的 .事实 上 ,矩阵 (6) 的 行列 式 就 是 解析 几何 中 二 次 曲线 的 不 变量 六 ,这 表明 了 和 矩阵 (6) 
的 性 质 确实 反映 了 它 所 表示 的 二 次 曲线 的 性 质 . 

3. 在 讨论 国民 经 济 的 数学 问题 中 也 和 营 和 常用 到 和 抢 阵 .例如 ,假设 在 某 一 地 区 , 某 一 种 
物资 ,比如 说 煤 , 有 :个 产地 4 ,42 ,4 和 7 个 销 地 Bi ,B,,B, ,那么 一 个 调运 方案 
就 可 用 一 个 矩阵 


(6) 


ii 
来 表示 ,其 中 wy 表示 由 产地 4, 运 到 销 地 有 的 数量 . 
4. 邑 维 向 量 也 可 以 看 成 窍 阵 的 特殊 情形 .” 维 行 向 量 就 是 1xz 矩阵 , 维 列 向 量 就 
是 mxl 和 矩阵 . 
以 后 我 们 用 大 写 的 拉丁 字母 4 , 马 ,…, 或 者 


人 as 
来 代表 和 矩阵. 
有 时 候 , 为 了 指明 所 讨论 的 矩阵 的 行 数 和 列 数 ,可 以 把 sxn 矩阵 写成 4 ,、，…， 
或 者 
人 
(注意 矩阵 的 符号 与 行列 式 的 符号 的 区 别 .) 
设 4=(oj)o 有 =( 人 好) 如 果 交 =17= 大 上 且 姓 =0 对 守 1 2 用 洒 三 1 2 


放生 第 :四 章 ”和 矩阵 


都 成 立 ,我 们 就 说 4=8. 即 只 有 完全 一 样 的 矩阵 才 叫 做 相等 . 


$2 条 阵 的 运算 


现在 我 们 来 定义 矩阵 的 运算 ,可 以 认为 它们 是 矩阵 之 间 一 些 最 基本 的 关系 .下 面 
要 定义 的 运算 是 矩阵 的 加 法 ,乘法 ,矩阵 与 数 的 乘法 以 及 矩阵 的 转 置 . 
为 了 确定 起 见 ,我 们 取 定 一 个 数 域 P, 以 下 所 讨论 的 矩阵 全 是 由 数 域 PP 中 的 数组 


成 的 . 
1. 加 法 
定义 1 设 


称 为 4 生 的 和 , 记 为 


4=(ay)w= 


至 三 (8 站 os 三 


C=4+ 呈 . 
和 矩阵 的 加 法 就 是 矩阵 对 应 的 元 素 相 加 . 当然 , 相 加 的 和 矩阵 必须 要 有 相同 的 行 数 和 


人 


0 


列 数 ,这 样 的 矩阵 称 为 同型 矩阵 .由 于 矩阵 的 加 法 归结 为 它们 的 元 素 的 加 法 ,也 就 是 数 


的 加 法 ,所 以 ,不 难 验证 , 它 有 
结合 律 :4+(B+C)=(4+ 刀 )+Ci; 


交换 律 :4+ 至 = 至 +4. 


元 素 全 为 零 的 矩阵 称 为 零 矩阵 , 记 为 O.。 ,在 不 致 引 起 含混 的 时 候 , 可 简单 地 记 为 


0. 显 然 ,对 所 有 的 4 ， 
年 降 
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4+O=4. 


8$2 和 矩阵 的 运算 1 和 目 


CT 一 Qiz “Qin 
= 二 让 一 公 
-ai 一 0 
称 为 下 阵 和 的 负 经 阵 , 记 为 -4. 显 然 有 
4+(-4)=O 
矩阵 的 减法 定义 为 
4- 瑟 =4+(- 互 ). 


例如 ,在 8$1 我 们 看 到 , 某 一 种 物资 如 果 有 s* 个 产地 ,nm 个 销 地 ,那么 一 个 调运 方案 
就 可 表示 为 一 个 sxn 和 抑 阵 ,矩阵 中 的 元 素 表示 由 产地 4 运 到 销 地 有 的 这 种 物资 的 
数量 ,比如 说 吨 数 . 如 果 从 这 些 产地 还 有 另 一 种 物资 要 运 到 这 些 销 地 ,那么 ,这 种 物资 
的 调运 方案 也 可 表示 为 一 个 sxn 矩阵 .于 是 从 产地 到 销 地 的 总 的 运输 量 也 表示 为 一 
和 矩阵 .显然 ,这 个 矩阵 就 等 于 上 面 两 个 矩阵 的 和 . 

根据 矩阵 加 法 的 定义 ,应 用 关于 向 量 组 的 秩 的 性 质 , 很 容易 看 出 

秩 (4+ 妈 ) 三 秩 (4)+ 秩 ( 马 ). 

2. 乘法 

在 给 出 乘法 定义 之 前 ,我 们 先 看 一 个 引出 矩阵 乘法 的 问题 . 

设 x ,xz ,xs,xz4 和 yi,ya ,yi 是 两 组 变量 ,它们 之 间 的 关系 为 


X1 三 QI 二 Qi2Y2z 二 Qi3Y35， 


Xa 三 Ca 十 Qaaya2+Q23》3 ， (1) 


X5 三 Galy1 十 Q3azya2 十 Q3373 ， 
X4 三 Q4171 十 Q4ay2 十 Q43》3。 
又 如 ,和 是 第 三 组 变量 ,它们 与 ,7 ,ys; 的 关系 为 
矶 | 三 黄 硬 大 下放 22 9 
ya 三 访 212i 二 022z ， (他 )》 
汶 三 DZ 十 bz 


由 (1),(2) 不 难得 出 zza yxzayxs 本 到 22 的 关系 : 
xa = Ca 一 >。 (oa) - 袜 om 


= Oilu 立 (s aubu) 3，i=1,2,3,4. (3) 
如 果 我 们 用 0 人 
= 呈 op， =T 23; 下 (4) 
来 表示 zi ,xzavzayzs 与 3 ,2 的 关系 ,比较 (3) ， (4) ,就 有 
5 ab ，i=1,2,3,45=1,2. (5) 


用 和 抵 阵 的 表示 法 ,我们 可 以 说 ,如 果 竹 阵 
4=(au)sa， 及 =() sxz 
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分 别 表示 变量 %， 923 AT4 与 3 以 及 yyy72 yy3 二 1 27 之 间 的 关系 ,那么 表示 的 表 
区 2 ? 尖 3 9 区 4 与 忆 | 922 之 间 的 关系 的 矩阵 


C=(cy)sxz 
就 由 公式 (5) 确 定 .矩阵 C 称 为 矩阵 4 与 下 的 乘积 , 记 为 
C =4 瑟 . 
一 般 地 ,我 们 有 
定义 2 设 
4=(ax) ww， 盏 =(b) 
事 么 生 降 
C=(cp) 
其 中 
oj 三 Ci 二 Qi 十 二 iD = 这 6 《6) 
称 为 4 与 妃 的 乘积 , 记 为 
ae C=4B. 


se 站 要 刀 人 C 可 1 人 列 六 二 宁 玉 本 了 


故人 
本 


汪汪 二， 扑 ， 自 ， 他 是 = 本 全 到 7 二 民国 是” 谓 全 汪 才 、 生 


全 设 
03 4 
[< 
人 
4=|=-1 1 3 0|， 了 = 
邓 下 三 
0 5 =1 4 
= 
那么 
0 3 4 
和 效 - = 总 。 克 7 
T 要 
CE 四 司 二 让 | 吏 本 区 
0 了 =1 六 =2 17 吓 
= 站 记 


乘积 的 矩阵 中 各 个 元 素 是 根据 公式 (6) 得 出 的 ,例如 ,第 二 行 第 一 列 的 元 素 10 是 
矩阵 4 的 第 二 行 元 素 与 矩阵 召 的 第 一 列 对 应 元 素 乘积 之 和 , 即 
(-1)x0+1l1x1l+3x3+0x(=-1)= 10. 


其 余 可 类 似 得 到 . 
例 2 如 果 4=(o),w 是 一 线性 方程 组 的 系数 矩阵 ,而 
阁 必 
允 2 用 
加 六 


分 别 是 未 知 量 和 常数 项 所 成 的 zx1l 和 sx1l 和 矩阵 ,那么 线性 方程 组 就 可 以 写成 矩阵 的 
形式 


8$2 和 珑 阵 的 运算 | 和 


4 下 = 万 . 
例 3 在 空间 中 作 一 坐标 系 的 转轴 . 设 由 坐标 系 (x, ,yi,z ) 到 (xi,y:,z2) 的 坐标 变 
换 的 矩阵 为 
CN 人 交 安 珊 
网 三 (Ca CQaz CQ2a |， 


以 31 Ci2 33 


如 果 令 
Xi Xia 
下 =| 坚 : =| ya | 
2 2 
那么 坐标 变换 的 公式 可 以 写成 
| =4 乞 ,. 


如 果 再 作 一 次 坐标 系 的 转轴 . 设 由 第 二 个 坐标 系 (x*a,y: ,2 ) 到 第 三 个 坐标 系 (2， 
,33) 的 坐标 变换 公式 为 


下 = 态 夺 ， ， 
其 中 
训 ， 病人 稚 语 rr 
流 三 | 05 0 二， 蚌 = 
8 Vs 路 
那么 不 难看 出 ,由 第 一 个 坐标 系 到 第 三 个 坐标 系 的 坐标 变换 的 抢 阵 即 为 
C=4 有 . 


和 =(wi 3 政 三 (而 ) ai 全 人 


我 们 证 明 
(4BJC=4(BC). 
令 


Y=4B8=()wxn， 取 =BC=(zi) 


PEXY 


其 中 


6 
1 三 六 人 


7/=1 上 
zi 三 3 用] 
人 =1 
因为 
(4 号 )C=YC 
中 VC 的 第 行 第 ! 列 元 素 为 


号 办 Riy 二 区 (> | 人 三 了 Ce (了 ) 


天 1 人 = 本 | =1 /=| 


4(BC)=A4 丈 
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中 和 第 四 章 ”和 玫 阵 


中 4 的 第 ; 行 第 ! 列 元 素 为 
Qil 三 > -: 5 人 ( 工 bcaj = > 了 Qibaxe (8) 
J=I 外 三 


由 于 双重 连 加 号 可 以 交换 次 序 ， 所 以 (7) 与 人 8) 的 结 果 是 一 - 样 的 ， 这 就 证 明了 结合 律 . 
但 是 ,矩阵 的 乘法 不 适合 交换 律 , 即 一 般 说 来 ， 
3 4 局 垮 4. 

这 是 由 于 ,一 方面 在 乘积 中 要 求 第 一 个 因子 的 列 数 等 于 第 二 个 因子 的 行 数 ,否则 没有 
意义 .所 以 , 当 4 妈 有 意义 时 ,B4 不 一 定 有 意义 . 另 一 方面 即使 48 与 B4 都 有 意义 , 它 
们 的 阶 数 也 不 一 定 相等 ,因为 乘积 的 行 数 等 于 第 一 个 因子 的 行 数 , 列 数 等 于 第 二 个 
因子 的 列 数 . 如 上 面 例 1 中 ,48 是 一 3x3 和 抢 阵 ,而 B4 是 一 4x4 和 矩阵 .即使 相 乘 的 抢 
阵 都 是 xn 矩阵 ,这 时 ,4 好 与 B4 都 有 意义 ,而 且 都 是 xn 和 矩阵 ,它们 也 不 一 定 相 
等 .例如 ， 


sa=| ， 办 | 站 


在 这 个 例子 中 我 们 还 看 到 ,两 个 不 为 零 的 抢 阵 的 乘积 可 以 是 零 ,这 是 矩阵 乘法 的 
一 个 特点 .由 此 还 可 得 出 矩阵 乘法 的 消去 律 不 成 立 . 即 当 4 巨 =4C 时 不 一 定 有 瑟 =C. 读 
者 由 上 面 的 例子 的 启发 可 以 举 出 类 似 的 例子 . 

定义 3 主 对 角 线 上 的 元 素 全 是 1 ,其 余 元 素 全 是 0 的 wxn 矩阵 


区 


ti 人 0 
0 1 0 
0 0 1 
称 为 阶 单位 矩阵 , 记 为 已 ,, 或 者 在 不 致 引起 含混 的 时 候 简单 记 作 瑟 . 显 然 有 
人 成 。 奋 三 友 已 4 =4 
年 阵 的 乘法 和 加 法 还 适合 分 配 律 , 即 
4(B+C)=4B+4C， (9) 
(B+C)4=B4+C4. (10) 


这 两 个 式 子 的 证 明 留 给 读者 自己 来 做 .应 该 指出 ,由 于 和 矩阵 的 乘法 不 适合 交换 律 , 所 以 
(9) 与 (10) 是 两 条 不 同 的 规律 
我 们 还 可 以 定义 矩阵 的 方 寡 . 设 4 是 一 ”xn 窍 阵 ,定义 
痪 1 所， 
[se 
换 句 话说 ,4 就 是 大 个 4 连 乘 .当然 , 方 守 只 能 对 行 数 与 列 数 相等 的 矩阵 来 定义 .由 乘 
法 的 结合 律 ,不 难 证 明 ， 


$2 和 抢 阵 的 运算 群生 


444I=AGL (442=44 
这 里 丰 ,! 是 任意 正 整 数 .证 明 留 给 读者 去 做 .因为 矩阵 乘法 不 适合 交换 律 , 所 以 (4B) 
与 4 B 一 般 地 不 相等 . 


3. 数量 乘法 

定义 4 年 降 
Aai Aai> 人 Ha 
poail poaa aa 
KU 


0 


不 难 验 证 ,数量 乘积 适合 以 下 的 规律 : 


(+1)4=A4+L4， (di 
A(4+ 脏 )=A4+HB， (12) 
KM4)= (好 )4， (13) 
[= 用， (14) 

人 (4B)=(14)B=4(1B)， 《3 


我 们 只 证 明 等 式 (15) ,其 余 留 给 读者 证 明 . 设 
又 = (Gan 加 =(bJaana 


在 上 (4B) ,(14) 屯 ,4(EB) 中 ,ii 站) 呈 的 元 素 依次 为 
大 胖 全 这 区 党 (kai) bi = 有 Cj， Y Qi KED ) = 要 Cjibi 
显然 它们 是 一 样 的 ,这 就 证 明了 等 式 (15)， 


和 矩阵 
大 0 0 
0 人 0 
1/ 五 = 
0 0 A 


通常 称 为 数量 矩阵 .作为 (15) 的 特殊 情形 ,如果 4 是 一 mm 矩阵 ,那么 有 
Hi4=(/ 五 )4=4(1). 
这 个 式 子 说 明 , 数 量 敌阵 与 所 有 的 wxn 矩阵 作 乘法 是 可 交换 的 .可 以 证 明 :如 果 一 个 
阶 和 矩阵 与 所 有 阶 矩 阵 作 乘 法 是 可 交换 的 ,那么 这 个 矩阵 一 定 是 数量 矩阵 (参看 习题 
7). 再 有 
大 克 + 已 =(K+L) 瑟 ， (A 匹 )( 玉 )=( 了 局 ) 五 ， 


这 就 是 说 ,数量 矩阵 的 加 法 与 乘法 完全 归结 为 数 的 加 法 与 乘法 . 


四 今后 以 (ii 表示 第 守 行 第 上 列 的 交叉 处 的 位 置 ， 
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相 第 四 章 ”矩阵 


4. 转 置 
把 一 矩阵 4 的 行列 互 换 ,所 得 到 的 矩阵 称 为 4 的 转 置 , 记 为 4 .可 确切 地 定义 
如 下 : 


定义 5 设 
机 |， 本 
1 忆 
CQ. 0 
所 谓 4 的 转 置 就 是 指 矩阵 
ai aa @， 
4T= Qi Q2 Qua 
Ci Ga 忆 
显然 ,sxz 矩阵 的 转 置 是 axs 矩阵. 
矩阵 的 转 置 适 合 以 下 的 规律 : 
(4 ) =4， (16 ) 
(4 + 巨 )" =47+ 甩 ， (1I7) 
(4 刀 ) = 万 4 ， (18) 
(4) 7 = 1 (19 ) 


(16) 表 示 两 次 转 置 就 还 原 , 这 是 显然 的 .(17), (19) 也 很 容易 验证 .现在 来 看 一 下 
(18). 设 


QI Ca ”QH 大寺 双人 
Wii， 汉 CQ 8 0 
壕 志 及 = _ 
7 G Di D 
4 下 中 (7) 的 元 素 为 
0 


所 以 (43) 中 (7) 的 元 素 就 是 
全 CQ 外 (20) 
其 次 , 互 " 中 (小 ) 的 元 素 是 癌 ,4 中 (的 元 素 是 wi , 因 之 ,B 4 中 (i7) 的 元 素 即 为 
届 三 宇 避 i (21) 


比较 (20) ,(21) 即 得 (18)， 


$3 矩阵 乘积 的 行列 式 与 秩 | 让 


例 4 设 


于 是 


2 =l 0 
4 妃 =(1,=-1 中 1 | -os 
2 
”一 ”六 
人 
人 部 了 
1 9 
上 | era 
2 -1 


8$3 惩 阵 乘积 的 行列 式 与 秩 


所 以 


在 这 一 节 我 们 来 看 一 下 和 矩阵 乘积 的 行列 式 与 秩 和 它 的 因子 的 行列 式 与 秩 的 关系 ， 
关于 乘积 的 行列 式 有 
定理 1 设 4,8 是 数 域 忆 上 的 两 个 wx 矩阵 ,那么 
14B1=141|1B8|， 《到 
即 生 阵 和 各 的 行列 式 等 于 它 的 轩 了 的 行列 芍 科 和 
证 明 这 是 第 二 章 $ 8 中 已 经 证 明了 的 结论 .| 
用 数学 归纳 法 ,定理 1 不 难 推广 到 多 个 辐 计 的 苇 下 即 有 
推论 1 设 4,,4:,，…,4， 都 是 数 域 P 上 的 mx 和 矩阵 ,于 是 
和 “ 考 ， 大 1 1 二 四 1 
定义 6 数 域 忆 上 的 mx 矩阵 4 称 为 非 退化 的 ,如 果 |4 | 关 0; 和 否则 称 为 退化 的 . 
显然 ,一 nxn 矩阵 是 非 退 化 的 充分 必要 条 件 是 它 的 秩 等 于 六 
从 定理 1 ,立刻 推出 


推论 2 设 4, 刀 是 数 域 P 上 mxn 乍 阵 , 短 阵 4B 为 退化 的 充分 必要 条 件 是 4, 巨 中 
至 少 有 一 个 是 退化 的 .| 


关于 和 矩阵 乘积 的 秩 ,我 们 有 
定理 3 设 4 是 数 域 P 上 nxm 扰 阵 ,四 是 数 域 P 上 mxs 年 阵 ,于 是 
秩 (4B8) 三 min[ 秩 (4) , 秩 ( 刀 ) ] ， (2y 
即 乘积 的 秩 不 超过 各 因子 的 秩 . 


证 明 为 了 证 明 (2) ,只 需要 证 明 秩 (4B) 三 秩 (4) ,同时 秩 (4) 三 秩 (). 现 在 来 
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| 和 第 四 章 矩阵 


分 别 证 明 这 两 个 不 等 式 . 
设 
2 Qim 0 ba 
ai 主 这 5 
4= 也 . 
Ca 0Q2 “” Qm 改过 


令 忆 ,,B:,…,8。 表示 妇 的 行 向 量 ,C,,C:,…,C, 表示 4B 的 行 向 量 .由 计算 可 知 ,C,; 的 


第 / 个 分 量 和 cj 吾 ,+aaB:+…+an。 的 第 7 个 分 量 都 等 于 关 ax 因而 
Ci=dil 吾 ,+Cp 且 ;二 +ai  ， 7=1,2，……,， 
即 和 矩阵 4 下 的 行 向 量 组 C, ,C:，…,C, 可 以 经 矩阵 五 的 行 向 量 组 线性 表 出 .所 以 4 的 
秩 不 能 超过 如 的 秩 ( 参 看 第 三 章 习 题 12) ,也 就 是 说 ， 
秩 (4 好 ) 三 秩 ( 妃 ). 
同样 , 令 4,,4:,…,4。 表示 4 的 列 向 量 ,D,,Di,…,D, 表 示 4B 的 列 向 量 . 由 计算 
可 知 ， 
万 ;=b4,+bD A++，L=1,2，…，,S. 
这 个 式 子 表明 ,和 矩阵 4 到 的 列 向 量 组 可 以 经 矩阵 4 的 列 向 量 组 线性 表 出 ,因而 前 者 的 
秩 不 可 能 超过 后 者 的 秩 , 这 就 是 说 ， 
秩 (4) 三 秩 (4).1 
用 数学 归纳 法 ,定理 2 不 难 推广 到 多 个 因子 的 情形 , 即 有 
推论 如 果 4=4,4:…4,, 那 么 
秩 (4) 和 症 让 秩 (4 1 


8$4 息 阵 的 道 


在 $2 我 们 看 到 ,矩阵 与 复数 相仿 ,有 加 ' 减 、 乘 三 种 运算 .和 矩阵 的 乘法 是 否 也 和 复 
数 一 样 有 道 运算 呢 ? 这 就 是 本 节 所 要 讨论 的 问题 . 

这 一 节 讨 论 的 矩阵 ,如 不 特别 说 明 ,都 是 xn 和 矩阵 . 

我 们 知道 ,对 于 任意 的 半 阶 方 阵 4 都 有 

4 克 =E4=4， 
其 中 五 是 款 阶 单位 矩阵 . 因 之 ,从 乘法 的 角度 来 看 ,mn 阶 单位 矩阵 在 半 阶 方 阵 中 的 地 位 
类 侯 于 !1 在 复数 中 的 地 位 .一 个 复数 e 关 0 的 倒数 ”可 以 用 等 式 
aa =1] 

来 刻画 ,相仿 地 ,我 们 引入 


4 刀 =B4 = 五 ， (1) 


$4 矩阵 的 逆 | 


首先 我 们 指出 ,由 于 和 矩阵 的 乘法 规则 ,只 有 方 阵 才能 满足 (1) (读者 自己 证 明 ). 其 
次 ,对 于 任意 的 矩阵 4 ,适合 等 式 (1) 的 矩阵 召 是 唯一 的 (如 果 有 的 话 ). 事 实 上 ,假设 
妃 ,她 , 是 两 个 适合 (1) 的 矩阵 ,就 有 
及 | = 及 , 瓦 = 媚 ,(4, )= (及 ,4) 瑟 ,= 五 及 ,= 瑟 ，,. 
定义 8 如 果 垂 阵 且 适 合 (1) ,那么 瑟 就 称 为 4 的 递 短 阵 , 记 作 4 
下 面 要 解决 的 问题 是 :在 什么 条 件 下 和 矩阵 4 是 可 逆 的 ? 如 果 4 可 疼 , 怎 样 求 4 ? 
定义 9 设 4 是 年 阵 


Zi 2 ”Cn 
CQal  Q22 Q 
水 = ce 
Ca Qi2 C 
中 元 素 w 的 代数 余子 式 ,矩阵 
4 4ai 4 
ia 4 | 
双 " 去 
动 大 4 
称 为 4 的 伴随 给 阵 
由 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展 开 的 公式 立即 得 出 
让 
Q 汉 二 届 
44 ”=4 "4= =d， 《2 
0 0 好 
其 中 d= |4|. 
如 果 d= |4 | 关 0, 那 么 由 (2) 得 
人 
4 74 | | 谭 )4=2 (3) 


定理 3 撼 阵 4 是 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 非 退化 ,而 


4 = 了 4 (= |4| 关 0)。 
证 明 当 d=|4| 关 0 时 ,由 (3) 可 知 ,4 可 道 , 且 
帮 = 一 汪 . (4) 
反 过 来 ,如 果 4 可 逆 , 那 么 有 4- 使 
44 = 五. 
两 边 取 行 列 式 ,得 
14|114”|= | 五 | =1， (5) 
因而 |4 | 关 0, 即 4 非 退 化 . 
根据 定理 3 容易 看 出 ,对 于 阶 方 阵 4 ,好 ,如 果 
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上 生 第 四 章 矩阵 


4 瑟 = 瓦 ， 
那么 4 , 吾 就 都 是 可 逆 的 并 且 它 们 互 为 逆 和 矩阵 . 

定理 3 不 但 给 出 了 一 矩阵 可 逆 的 条 件 , 同 时 也 给 出 了 求 逆 矩阵 的 公式 (4). 按 这 个 
公式 来 求 道 矩阵 ,计算 量 一 般 是 非常 大 的 .在 以 后 我 们 将 给 出 男 一 种 求法 . 

由 (5) 可 以 看 出 ,如果 d= |4 | 关 0, 那 么 

二 本 
推论 ”如果 抵 阵 4 ,及 可 道 ,那么 4T 与 4B 也 可 道 , 且 
1 
证 明 由 定理 即 得 推论 的 前 一 半 ,现在 来 证 后 一 半 . 由 
太 放 二 二 涉 


两 边 取 转 置 ,有 
(4 ) 4 =47 (4 ) 7 = 瓦 "= 古 ， 
因此 
人 
由 
(4 且 ) (五 - 4)= (如 4)(4 甩 )= 瑟 
即 得 


(4B)…=DB 4 .1 
利用 玫 阵 的 逆 , 可 以 给 出 克拉 默 法 则 的 另 一 种 推导 法 ,线性 方程 组 
机 二 区 二 村 j%5 二 5 直 全 和， 天 机 5 


CaiX1I+Qaaxa 十 二 Gantn 二 ba 


态 ,| 乞 [十 夺 2 区 2 十 -十 @ 三 办 ， 


可 以 写成 ($2 例 2) 


A 束 = 再 , (6) 
如 果 |14 | #0, 那 么 4 可 道 .用 
天 =4-!B 
代入 (6) ,得 恒等式 4(4-B)= 巨 ,这 就 是 说 4 已 是 一 个 解 . 
如 果 
落 =GC 
是 (6) 的 一 个 解 ,那么 由 
4C= 妃 
得 
4 (4C)=4 万， 
即 


二 克 
这 就 是 说 , 解 开 =4 巨 是 唯一 的 .用 4 的 公式 (4) 代 入 , 乘 出 来 就 是 克拉 默 法 则 中 给 出 
的 公式 . 
联系 到 可 道 矩 阵 ,关于 和 矩阵 乘积 的 秩 有 


8$5 和 矩阵 的 分 块 中 重 


定理 4 4 是 一 个 wxn 邱 阵 ,如 果 己 是 wxs 可 逆 扰 阵 ,@ 是 wxn 可 闻 息 阵 , 那 么 
秩 (4)= 秩 (P4)= 秩 (4C). 


证 明 令 
B=P4， 
由 定理 2 得 
秩 ( 互 ) 生 秩 (4) ; 
但 是 由 
4=P- 了 B， 
又 有 
秩 (4) 友 秩 ( 妃 ). 
所 以 


秩 (4)= 秩 ( 刀 )= 秩 (P4)， 
另 一 个 等 式 可 以 同样 地 证 明 . 


8$85 年 阵 的 分 块 


在 这 一 节 ,我 们 来 介绍 一 个 在 处 理 阶 数 较 高 的 矩阵 时 常用 的 方法 , 即 矩 阵 的 分 块 . 
有 时 候 , 我 们 把 一 个 大 矩阵 看 成 是 由 一 些小 矩阵 组 成 的 ,就 如 矩阵 是 由 数组 成 的 一 样 . 
特别 在 运算 中 ,把 这 些小 矩阵 当 作 数 一 样 来 处 理 . 这 就 是 所 谓 矩阵 的 分 块 . 

为 了 说 明 这 个 方法 ,下 面 看 一 个 例子 .在 矩阵 


1 0;:0 0 
0 1430 0| (E，O 
三 | -一 一 
-1 211 0| 4， 已 
ii 


在 矩阵 


让 ， 


1 二“ 过 1 0 4 1 
mu =| )， 玉 : = ， 8 =| ， 82=| ) 
= 闻 ”有 = 人 一 过 提 


在 计算 4 下 时 ,把 4,B 都 看 成 是 由 这 些小 矩阵 组 成 的 , 即 按 2 阶 和 矩阵 来 运算 ,于 是 
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[有 第 四 章 ”矩阵 


尼 ， O 已 ,， 号 :> 瑟 ， 已 ， 
4 驴 = 一 
4，E 八 有 ，B2m) \ 4 +B， 4B + 


其 中 


因此 


1 
一 少 己 喇 


地 电 
0 1 
用 
-本 写 忆 


不 难 验 证 ,直接 按 4 阶 和 矩阵 乘积 的 定义 来 做 ,结果 是 一 样 的 . 
一 般 地 说 , 设 4= ( 本 通 水 ,= ( 人 ,把 4 , 分 成 一 些小 矩阵 


双关 2 
S1 (4 
S 42 4: 人 2 
入 = 。 |， 
3 奏 i 从 sa 4 
10 7 *， 纠 ， 
ff 了 瑟 ， ” 劝 ,， 
na | 也， 有 ” 了 2: 
及 = 司 和 
mi 有 1， Bo … 号， 
其 中 每 个 4 是 wxm 小 矩阵 ,每 个 召 ; 是 几 xmi 小 矩阵 .于 是 有 
Mi 
5 (CI Cn Cr 
S Caf 必 区 Ca 
蕊 三 4 有 = 5 
Si 《人 Ca Crv 


其 中 


8$5 和 矩阵 的 分 块 中 和 


[ 
CC 三 帮 0 轴 4 的 性 这 八 且 os 巳 2 (4) 
= 三 1 


这 个 结果 由 矩阵 乘积 的 定义 直接 验证 即 得 ,就 不 详细 说 明了 . 

应 该 注意 ,在 分 块 (1) ,(2) 中 矩阵 4 的 列 的 分 法 必须 与 矩阵 五 的 行 的 分 法 一 致 . 

以 下 会 看 到 ,分 块 乘 法 有 许多 方便 之 处 .常常 在 分 块 之 后 ,矩阵 间 相 互 的 关系 看 得 
更 清楚 . 

实际 上 ,在 证 明 关 于 矩阵 乘积 的 秩 的 定理 时 ,我们 已 经 用 了 矩阵 分 块 的 想法 .在 那 
里 ,用 吾 ,,B:,… ,了 3。 表示 马 的 行 向 量 ,于 是 


这 就 是 中 的 一 种 分 块 . 按 分 块 相 乘 ,就 有 
画 计 加 ,二 放 汉 加 5 十 二 Cjiw 加 。 
aal 且 ,+Q2 孚 ;十 …+Qan 孚 ， 
44 玉 = 
Q 至 ,+ 有 + 二 


用 这 个 式 子 很 容易 看 出 4 有 的 行 向 量 组 是 下 的 行 向 量 组 的 线性 组 合 ;将 48 进行 另 一 
种 分 块 乘法 ,从 结果 中 可 容易 看 出 48 的 列 向 量 组 是 4 的 列 向 量 组 的 线性 组 合 (读者 


自己 做 一 下 )， 
作为 另 一 个 例子 ,我 们 来 求 矩 阵 
Ci 255 96 和 0 
QI ar 0 0 4 0O 
刀 = 一 : 
ci ck bn 人 加 
6 8 贞 ， 0 本 珊 二 B 


的 逆 矩 阵 ,其 中 4, 马 分 别 是 大 阶 和 了 阶 的 可 道 矩 阵 ,C 是 rxE 矩阵 ,O 是 kxr 零 矩阵 . 


首先 ,因为 
|DI=sl4|1181， 


所 以 当 4 ,下 可 逆 时 , 忆 也 可 逆 . 设 


于 是 
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1 和 第 四 章 生 阵 


有 4 OO 焉 ii 昨 o 加 五 ， O 
下 XXX OO |) 


其 中 瑟 ,五 , 分 别 表示 大 阶 和 阶 单位 算 阵 . 乘 出 并 比较 等 式 两 边 ,得 


用 三洲， 

4X ,=O， 

CI+BX =O， 

C 囊 十 及 天， = 五 ,. 
由 第 一 、 二 式 得 

得 夏 站 亚 二 及 ”个 = 三， 

代入 第 四 式 ,得 

苦 5 二 大 
代 人 第 三 式 ,得 

再 这 二 二 相生 二 = 有 EC 

因此 


特别 地 , 当 C=O 时 ,有 


形 为 
a 0 0 
0 oa， 0 
0 0 :da 
的 矩阵 ,其 中 ci(i=1,2,…,1) 是 数 ,通常 称 为 对 角 和 矩阵 ,而 形 为 
4， O 
4， 
O 4， 
的 矩阵 ,其 中 4,(i=1,2,…,1) 是 六 xm 矩阵 ,通常 称 为 准 对 角 拖 阵 . 当 然 , 准 对 角 和 邱 阵 包 
括 对 角 抢 阵 作为 特殊 情形 . 
对 于 两 个 有 相同 分 块 的 准 对 角 和 矩阵 
4， O 再 ， O 
人 也， 
4= 玉 = 。 
DO 全 O 已， 


如 果 它 们 相应 的 分 块 是 同 阶 的 ,那么 显然 有 
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8$6 初等 矩阵 目 目 


4 至 ， O 4 + 且 ， O 

4: 了 ， 4，+ 呈 ， 

人 44 刀 = * 人 + 有 = 
DO 4, 呈 ， O 4,+ 号 ， 
它们 还 是 准 对 角 和 矩阵 . 
其 次 ,如 果 4,,4:，…4; 都 是 可 逆 矩 阵 ,那么 
油 ) 加 本 人 爸 O 
4， 构 太 。 
O 4 O 坦 
8$86 初等 矩阵 


这 一 节 我 们 来 建立 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 乘法 的 联系 ,并 在 这 个 基础 上 ,给 出 用 


初等 变换 求 道 矩阵 的 方法 . 
定义 10 由 单位 矩阵 瑟 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 . 


间 ” 建 ， -看 从 人生 二 05 而 两 同和 有 全 和 


显然 ,初等 矩阵 都 是 方 阵 ,每 个 初等 变换 都 有 一 个 与 之 相应 的 初等 矩阵 . 互 换 矩 阵 


巨 的 第 关 行 与 第 7 行 的 位 置 ,得 
] 


( 二 旋 = 
1 0 第 7 行 
用 数 域 忆 中 非 零 数 “ 乘 五 的 第 ;: 行 ,有 


Pdie))= C 第 行 ， 
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| 和 第 四 章 和 珑 阵 


把 矩阵 歼 的 第 7 行 的 大 倍加 到 第 ; 行 ,有 


第 民 列 第 / 列 
1 
1 大 第 守 行 
下 人 有 关 丰 
1 第 7 行 
] 
同样 可 以 得 到 与 列 变换 相应 的 初等 矩阵 .应 该 指出 ,对 单位 矩阵 作 一 次 初等 列 变 


EEC EEC 二 和 的 第 列 的 丰 倍 
加 到 第 7 列 ,我 们 仍然 得 到 已 (7(E) ). 因 之 ,这 三 类 矩阵 就 是 全 部 的 初等 矩阵 . 

利用 和 抢 阵 乘法 的 定义 ,立即 可 以 得 到 

引 理 ”对 一 个 sx 人 et 的 左边 乘 相应 的 sxs 初 


可 | 国人 只 ”全 而 ” 语 丰 尖 -入 1 柯 ， 同 1 | ) 重症 让 年 工 全 1 全 二， 二 -“ 厦 


人 


-证明 我 们 员 入 让 作 和 全 疏 和 才 坟 妃 = ( ) 为 任意 一 个 
sx 矩阵 ,4 ,4 ,4, 为 4 的 行 向 量 .由 矩阵 的 分 块 乘法 ,得 
站 入 +D242 +T…+D AL， 


1 和 (+ 人 2 十 … 十 罗 八 ， 


特别 , 令 B=P(iy) ,得 


这 相当 于 把 4 的 第 ; 行 与 第 7 行 互 换 . 令 吾 =P(i(c) ) ,得 
4 


Pic))4=| cd | 第 : 行 ， 


8$6 初等 矩阵 中 有 


这 相当 于 用 “ 乘 4 的 第 : 行 . 令 刀 =P(iJ() ) ,得 


4 
4,+hHA | 第 ; 行 
PCLi JE))4= 
4 | 第 7 行 
人 4， 


这 相当 于 把 4 的 第 7 行 的 上 倍加 到 第 守 行 .‖ 
不 难看 出 ,初等 矩阵 都 是 可 逆 的 ,它们 的 逆 矩 阵 还 是 初等 矩阵 .事实 上 
六 (和 基 ”三 砚 (富国 ( 天 加 让 ”三 人 的 (大 三 人 天 二 区 
在 第 二 章 8$ 5 我 们 看 到 ,用 初等 行 变换 可 以 化 简 和 矩阵 .如 果 同 时 用 行 与 列 的 初等 变 
换 , 那 么 矩阵 还 可 以 进一步 化 简 .为 了 方便 ,我 们 引入 
定义 11 矩阵 4 与 瑟 称 为 等 价 的 ,如 果 甩 可 以 由 4 经 过 一 系列 初等 变换 得 到 


等 价 是 矩阵 间 的 一 种 关系 .不 难 证 明 , 它 具 有 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 
定理 5 任意 一 个 xn 矩阵 4 都 与 一 形式 为 


“人 
原 ， 区 
0 0 1 0 


局 
己 
;已 
己 


0 0 0 0 
的 拓 阵 和 从, 它 和 为 阵 的 标准 形 , 让 对 外 组 上 1 的 个 数 等 于 人 的 隐 (1 的 个 数 可 以 
证 明 如 果 4=O, 那 么 它 已 经 是 标准 形 了 .以 下 无 妨 假定 4 关 0. 经 过 初等 变换 ,4 
一 定 可 以 变 成 一 左上 角 元 素 不 为 零 的 矩阵 . 
当 ci 夫 0 时 ,把 其 余 的 行 减 去 第 一 行 的 allan(i=2,3,…,s) 倍 ,其 余 的 列 减 去 第 一 
列 的 oav(7=2,3,…, 沁 ) 倍 .然后 ,用 ou 乘 第 一 行 ,4 就 变 成 
0 
: 启 : 
0 
4, 是 一 个 (s-1)x(Cn-1) 的 矩阵 .对 4, 再 重复 以 上 的 步 又, 这样 下 去 就 可 得 出 所 要 的 标准 形 . 
显然 ,标准 形 和 矩阵 的 秩 就 等 于 它 主 对 角 线 上 1 的 个 数 .而 初等 变换 不 改变 矩阵 的 
秩 , 所 以 1 的 个 数 也 就 是 矩阵 4 的 秩 .1 
例 1 用 初等 变换 将 抢 阵 
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上 有 第 四 章 和 矩阵 


“ 灿 - : 子 人 
1 ， 澡 、 芝 过 
大 匠 
和 站 
和 地 3 
化 为 标准 形 . 
解 
上 1 刘 > 昌 ” 人 伯 1 0 09 0 
用 必 吕 一 人 4 日 只 一 竹 负 饼 人 未 
00 3 QQ0O 0 5 0 0 0 5 
从 电 = 示 邓 避 入 =1 光 0 0 0 0 
1 0 0 0 LI 0 1 0 0 0 
昌 2 人 Cl 0 人 al 0 0 
一 一， 一 一 一 一 
000 5 人 和 必 和 疙 于 QQ LE RU 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


根据 引 理 ,对 一 和 矩阵 作 初 等 变换 就 相当 于 用 相应 的 初等 挎 阵 去 乘 这 个 矩阵 .因此 ， 
算 阵 4, 等 价 的 充分 必要 条 件 是 有 初等 年 阵 书 ,Pi ，… ,0,, 使 
4=PIP…PPDBOO…C. 人 
慰 阶 可 逆 抢 阵 的 秩 为 避 ,所 以 可 逆 算 阵 的 标准 形 为 单位 和 矩阵 ; 反 过 来 显然 也 是 对 
的 .由 (1) 即 得 
定理 6 ，" 阶 算 阵 4 为 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 它 能 表 成 一 些 初等 矩阵 的 乘积， 
4=00…0.1 (2 
由 此 即 得 
推论 1 两 个 sxn 抵 阵 4 ,有 等 价 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 可 担 的 ， 阶 敌阵 与 可 
进 的 " 阶 和 矩阵 巴 使 


把 (2 改写 一 下 ,省 
CO. …O0) 0 4= 已 (3) 
因为 初等 矩阵 的 道 玫 阵 还 是 初等 矩阵 ,同时 在 矩阵 4 的 左边 乘 初 等 矩阵 就 相当 于 对 4 
作 初 等 行 变 换 , 所 以 (3) 说 明了 
推论 2 ”可逆 矩阵 总 可 以 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 成 单位 垂 阵 . 1 
以 上 的 讨论 提供 了 一 个 求 逆 和 矩阵 的 方法 . 设 4 是 一 并 阶 可 道 矩 阵 .由 推论 2, 有 一 
系列 初等 矩阵 已 ,…,P, 使 
己 …Pi4= 五 ， (4) 
由 (4) 即 得 
= 已 … 忆 生 忆 … 了 五. (5) 
人 (5) 两 个 式 子 说 明 ,如果 用 一 和 化 成 单位 矩阵 ,那么 


0 


把 4， 人 ax 抢 阵 凑 在 一 号 作成 个 2 矩阵 
( 明 五 )， 


8$7 分 块 乘法 的 初等 变换 及 应 用 举例 放量 


按 矩 阵 的 分 块 乘法 ,(4) ,(5) 可 以 合并 写成 
了 Pi 玉 )=( 忆 PiA 忆 了 )=( 五 着 于 沪 (6) 
(6) 式 提供 了 一 个 具体 求 着 矩阵 的 方法 . 作 nx2n 矩阵 (4 ， 巨 ) ,用 初等 行 变换 把 它 
的 左边 一 半 化 成 妃 , 这 时 ,右边 的 一 半 就 是 4 


例 2 设 
0 1 2 
4=|1 二 
2 -1 0 
求 4 
W 0 人 
| 0 9 
2 -100041 2 -100041 
和 ”二 - 和 
才 业 有 中 2 1 1 
0 -3 -80 -2 1 0 0 -2 3 -2 
下 和 
直 ， 0 4 -2 | 0 4 -2 | 
00 -23 -2 1 00 -2 3 -2 1 
10 02 -1 ee 
直 ， 0 4 =-2 上 2 
00 -2 3 -2 1 车 人 
2 2 
于 是 
2 -1 1 
| 4 -2 1 
中 1 
人 


当然 ,同样 可 以 证 明 ,可 逆 矩 阵 也 能 用 初等 列 变换 化 成 单位 矩阵 ,这 就 给 出 了 用 初 
等 列 变换 求 逆 矩 阵 的 方法 . 


8$7 分 块 乘法 的 初等 变换 及 应 用 举例 


将 分 块 乘 法 与 初等 变换 结合 是 矩阵 运算 中 极 重 要 的 手段 ， 
现 将 某 个 单位 矩阵 进行 如 下 分 块 : 


志和 碳 
本 五 ‖ 


对 它 进行 两 行 ( 列 ) 对 换 , 某 一 行 ( 列 ) 左 乘 ( 右 乘 ) 一 个 矩阵 书 , 一 行 ( 列 ) 加 上 另 一 
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| 有 第 四 章 和 矩 阵 


行 ( 列 ) 的 已 ( 抢 阵 ) 倍 数 ,就 可 得 到 如 下 类 型 的 一 些 和 矩阵: 


DO 刁 P O 万 ， 0 吾 。 更 刁 ， O 
瑟 ， 同 | 民 间 ， [。 中 ， O 辣 忆 | 


和 初等 矩阵 与 初等 变换 的 关系 一 样 ,用 这 些 矩 阵 左 乘 任 一 个 分 块 矩阵 
4 也 
氏 中 
只 要 分 块 乘法 能 够 进行 ,其 结果 就 是 对 它 进 行 相应 的 变换 , 即 
O 五 /4 五 C 
相 网 网 的 中 
P 0OJ4 B /1/P4 PF 
l。 sj(c 串 坟 c 约 


BE，O0O14 BIT 4 已 
P 万 | 避 计 al Da 


同样 ,用 它们 右 乘 任 一 矩阵 ,进行 分 块 乘法 时 也 有 相应 的 结果 ,我 们 不 写 出 了 . 


7 


《21) 


(3 ) 


在 (3) 中 ,适当 选择 己 , 可 使 C+P4 =O0. 例 如 4 可 闭 时 , 选 P=-C4 …, 则 C+P4 =0. 


于 是 (3) 的 右 端 成 为 
| 媚 
O | 
这 种 形状 的 抢 阵 在 求 行 列 式 . 道 矩 阵 和 解决 其 他 问题 时 是 比较 方便 的 ,因此 (3) 中 的 运 
算 非 常 有 用 . 
下 面 举 些 例子 看 看 这 些 公式 的 应 用 . 
例 1 
4 0 
re 8 
4) 万 可 道 , 求 T. 
由 
已 0O14 0，、/4 0 
放 “ | 吉村 6 避 
及 
沽 JJ 1 者 面 
(。 吕 抽 
易 知 
en 
OO D- 儿 -C4- 五 -D-C4- 万 
例 2 


8$7 分 块 乘法 的 初等 变换 及 应 用 举例 | 有 


设 7 可逆, 也 可 道 , 试 证 (4-BD-C) -存在 ,并 求 7 


由 
已 -BD- 4 瑟 4-BDC O 
人 如 jc 中 -| EC 下 
而 右 端 仍 可 逆 , 故 (4-BD”C) 存在 . 
再 由 例 1, 知 
-| (4-BD-C) O 和 二 | 
”=DTC(A=BDrC)- DT 作 人 加 瑟 
(4-BDC)” -(4-BD-C) 一 7D- 
攻 wwtr 万”C(4-BD-C) 一 BD-+D- | 


例 3 证 明 行 列 式 的 乘积 公式 |4B1=|4|183|. 
设 4,B8 为 mx 矩阵, 作 


[En 。 


少 


其 中 古 为 nx 矩阵 ,除了 第 i 行 第 ) 列 元 素 为 外 ,其 他 元 素 皆 为 零 . 故 由 初等 矩阵 与 
初等 变换 的 关系 , 易 得 


五 O 五 ， 有 
人 党 中 
OF 互 )| 奋 瑟 


又 由 瑚 所 对 应 的 初等 变换 是 某 行 加 上 另外 一 行 的 倍数 , 它 不 改变 行列 式 的 值 , 于 是 


尼 ， 4 4 0 4 0 
0 
DO 五 八 - 瑟 ， 允 


= 万 ， 亩 
但 (4) 的 右 端 可 经 工 个 两 列 对 换 变 成 


O 
二 “ 量 | 二 | | 第 二 本 人 机 3 


4 及 DO 
[sa 
故 
2 中 -GD"1aa11- 可 1 = 1481 
- 珀 五 基 - 一 浅 
这 就 证 明了 
141181= 14B |. 


例 4 设 4=(a)ww, 且 
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川 自 第 四 章 和 珑 阵 


夫 0 1 近 上 大王 闷 
则 有 下 三 角形 矩阵 下 ,使 
B4= 上 三 角形 矩阵. 
证 明 对 作 归 纳 法 . 当 z=1 时 ,一 阶 矩 阵 既 是 上 三 角形 的 又 是 下 三 角形 的 . 故 命 
题 自 然 成 立 . 
设 对 -1 命题 为 真 ,我 们 来 看 
4 ,= 
Co ”Ci=i 


它 仍 满足 命题 中 所 设 的 条 件 .由 归纳 法 假设 ,有 下 三 角形 和 矩阵 ( 吾 , ) ,xu 满足 
Bi4,= 上 三 角形 矩阵 . 
对 4 作 如 下 分 块 : 


则 


互 O 交 5 B 国 4， 尼 
oj 


B，O0\f4， B 有 4， B,B 
移 le | O | 


这 时 和 气 阵 已 成 为 上 三 角形 了 .将 两 次 乘法 结合 起 来 就 得 到 


人 


此 即 所 要 求 的 下 三 角形 矩阵 . 


再 作 


习 题 
1> 讼 
人 1 i， 二 了 
or 1 中 叶 | | 
L 太 3 1 0 1 
be ] 
] 
1 ns 


计算 4 ,4B-BA4. 
2. 计算 : 


1 1 an ai 四 和 
本 直人 2 一 二 下 一 出 | 和 生 入， 一 耻 放 6) (27 T)| aia oa 的 萝卜 肖 
| 一 ] 4 疝 C 1 


1 0 
一 晶 国人 | | 
7) ， 8)0 AAA 1I|. 


0 0 
一 下 “一 一 ] = 由 “= 由 一 《 1 


3. 著 FLA)= aoh"+aiA“ +…+as ,和 是 一 个 mxa 矩阵 ,定义 HK4)= an4"+ai4 c++ 至 设 


2 1 1 
oneo 1 | 


2 
1 = 胡 
2) FAJ= A2-5A+3 ,及 9 
一 一 人 十 三 < 
7/ -本 可 


试 求 作 4) 
4. 如 果 4B=B4, 和 矩阵 已 就 称 为 与 4 可 交换 . 设 


下 1 0 0 0 1 0 
5 世英 二 工 更 | 3) 4=|0 0 1|. 
有 过 机 和 人 


分 别 求 所 有 与 4 可 交换 的 矩阵 . 
只 


5. 设 
其 中 必 和 关 @ 当 iz 六 1=1,2,… 心 证 明 : 与 4 可 交换 的 矩阵 只 能 是 对 角 矩 降 
6. 设 
刀 五 O 


其 中 尾 天 @ 当 i 放 yj=1, 2 五; 是 属 阶 单位 矩阵 ， 让 = 扩 证 明 : 与 4 可 交换 的 矩阵 只 能 是 准 
对 角 和 阵 
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| 和 第 四 章 和 矩阵 


其 中 4 ,=1,2,…,r, 是 态 阶 矩阵 . 
7. 用 羽 , 表 示 第 ! 行 第 / 列 的 元 素 为 1, 而 其 余 元 素 全 为 零 的 axa 矩阵 ,而 4=(o), 证 明 : 
1) 如 果 4 已: = 已:4 ,那么 当 上 关 1 时 at=0, 当 大 2 时 ax=0; 
2) 如 果 4 尼 = 瑟 4 ,那么 当 丰 后 时 ui=0, 当 大 六) 时 四 =0, 且 ww=oii 
3) 如 果 4 与 所 有 的 半 阶 矩阵 可 交换 ,那么 4 一 定 是 数量 矩阵 , 即 4 = wo 开 . 
8. 如 果 4B=B4,4C=C4 ,证明 :4(B+C)=(B+C)4,4(BC)= (BC)4. 


1 
9. 如 果 4= 王 (B+E) ,证 明 :43=4 当 上 且 仅 当 本 = 已 


10. 矩阵 4 称 为 对 称 的 ,如 果 4" =4. 证 明 :如 果 4 是 实 对 称 矩 阵 旦 42=O ,那么 4=O. 
11. 设 4,B 都 是 axn 对 称 和 阵 ,证 明 :4 下 也 对 称 当 是 仅 当 4 ,8 可 交换 . 
12. 矩阵 4 称 为 反 称 的 ,如 果 47=-4. 证 明 : 任 一 nxa 矩 阵 都 可 表 为 一 对 称 矩 阵 与 一 反 称 矩 阵 
之 和 ， 
13. 设 品 =z4+xz2++0=0.1,2 oj=swasij=1,2, 证明 :行列 式 
| 有 三 由 
14. 设 4 是 nxn 符 阵 ,证 明 : 存 在 一 个 wx 非 零 矩 阵 下 ,使 4=O 的 充分 必要 条 件 是 |4 | =0. 


如 


15. 设 4 是 wxn 矩阵 ,如 果 对 任 一 上 维 向 量 X=| ”| 都 有 4K=0, 那 么 4=O 


X 
16. 设 忠 为 一 rxr 算 阵 ,C 为 一 mx 和 阵 , 且 秩 (C)= 天 证 明 : 
1) 如 果 BC=O, 那 么 了 B=Oi; 
2) 如 果 BC=C, 那 么 妃 = 殖 


17. 证 明 : 
秩 (4+B) 三 秩 (4)+ 秩 (五 ). 
18. 设 4, 召 为 mx 矩阵 .证 明 :如果 4B=O, 那 么 
秩 (4)+ 秩 (下 ) 二 六 


19. 证 明 : 如 果 4 =O, 那 么 
( 巨 -4) = 万 +A+A2+ + 


20. 求 下 列 4 一: 
| 1 三 
二 “| je 和 让 三 | 双 1 0 
和 
1 2 下 和 
2 人 
2 六 1 交 
3) 4= 1 三 ] 4) 人 44= 
| 1 = 
一 下 必 = 刘 
IJ ， 性 2 6 


| 


1 1 ] ] 3 
1 0 
5) 4= ; 6) 4= 
上 1 去 人 洒 
2 1 2 
k 温 5 2 
0 1 2 = 了 3 
7) 4= 8) 4= 
和光 让 人 光 5 
0 0 0 1 3 
2 
和 0 下 ai 
必 3 攻 
9) 4= 10) 4=| 0 
入 了 右 二 [ 1 
1 2 2 一 
0 
21. 设 


已 知 4 VC ”存在 , 求 瑟 : 


22. 设 
0 am 0 … 0 
0 0 oa 0 
马 = 
0 0 0 0 ua 
在 0 0 0 


其 中 o 关 0(i=1,2,… 必 ) , 求 瑟 
23. 求 下 列 和 矩阵 互 : 


| | -6 
1) 革 E 
T 到 ii 


2 让 |0h 了 到 | 囊 = 1 0| ; 
1 1 村 2 1 0 
0 1 1 | 1 2 1 

小 曾 . 辣 这 T 站 让 深 才 三 -有 列 
0 0 0 六 0 0 0 
而 ， 大 让 斌 重治 

有 于 | 元 SEN 
有 


24. 证 明 3 


1) 如 果 4 可 首 对 称 ( 反 称 ) ,那么 4 ”也 对 称 ( 反 称 ) ; 


2) 不 存在 奇数 阶 的 可 逆反 称 和 矩阵. 


Lo 


乙己 有 一 


习题 上 上 


-5 
下 
冯 了 | 
3 2 
0 0 
2 0 0 
人 
= 
0 0 0 
1 0 0 
2 1 0 
0 2 1 
0 0 2 
0 0 
0 0 
0 0 
1 2 


| 人 第 四 章 矩阵 


25. 矩阵 4=(a,) 称 为 上 (下 ) 三 角形 矩阵 ,如 果 ij>j(i<)) 时 有 ,=0. 证 明 ; 
1) 两 个 上 (下 ) 三 角形 和 矩阵 的 乘积 仍 是 上 (下 ) 三 角形 矩阵 ; 
2) 可 逆 的 上 (下 ) 三 角形 抢 阵 的 逆 仍 是 上 (下 ) 三 角形 矩阵 ， 
26. 证 明 : 
4 |1=|4|”， 
其 中 4 是 nxn 矩阵 (nm 达 2)， 
27. 证 明 : 如 果 4 是 nx 矩阵 (22) ,那么 
mn 秩 (4)=m， 
秩 (4” )=41， 秩 (4)=n-1， 
0， 秩 (4)< mn-1. 
28. 用 下 列 两 种 方法 : 
1) 初等 变换 ; 
2) 按 4 中 的 划分 ,利用 分 块 乘法 的 初等 变换 (注意 各 小 块 矩阵 的 特点 ) ， 
求 矩 阵 


凤 三 | -…--------- 了 ------------ 
-1;1-L1 1 
的 逆 委 阵 . 
29. 4 ,如 分 别 是 zx 下 和 郊 痊 矩阵, 证明: 
已 ， 五 
= | 已,-48 | = | 五 ,-B4 | . 
允 。 . 圳 ， 


30. 4 , 刀 如 上 题 ,A 夫 0, 证 明 : 
| A 互 ,-4 | =A“ ”| 五 ,-BA | . 


1. 设 4 是 mx 矩阵 , 秩 (4)= 1 证明: 


Ci 
人 交 
1) 4=| ”| (0 22) 2) 4 =j4. 


人 1 

2. 设 4 是 2x2 和 矩阵 ,证 明 : 如 果 4 =O,/=2, 那 么 4 =0. 
3. 设 4 是 ma 矩阵 ,证 明 : 如 果 42= 瓦 ,那么 

穆 (4+ 殖 )+ 秩 (4- 五 )=. 
4. 设 4 是 mx 矩阵, 且 42=4, 证 明 : 

秩 (4)+ 秩 (4- 巨 )= 必 . 
5. 证 明 : 

( 症 ") "三 | 有 | 和 局 ， 

其 中 汪 是 mx 矩阵 (mz>2). 
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补充 题 | 利 


6. 设 4,B,C,D 都 是 maxn 和 矩阵 ,上 且 |4 | 关 0,4C=C4. 证 明 : 
4 瑟 
全 太 
7. 设 4 是 一 nxn 矩阵 , 且 秩 (4)=r 证 明 : 存 在 一 nxaz 可 道 矩阵 已 ,使 P4P ”的 后 nr 行 全 为 零 . 
8. 1) 把 矩阵 


-lap-ca1， 


表 成 形 为 


国 枚 - : 与 4 思 
0 1 区 ] 人 


的 矩阵 的 乘积 ; 
2) 设 


为 一 复数 矩阵 , | 4 | = 1, 证 明 :4 可 表 成 形 为 (1) 式 的 矩阵 的 乘积 
9. 设 4 是 一 mxa 和 矩阵 , |4 | =1, 证 明 :4 可 以 表 成 P(ij(F) ) 这 一 类 初等 矩阵 的 乘积 . 
10. 设 4=(o) ,了 =( 久 )，w 证明: 
秩 (4 互 ) 秩 (4)+ 秩 ( 忆 ) 王 ， 
11. 矩阵 的 列 ( 行 ) 向 量 组 如 果 是 线性 无 关 的 ,就 称 该 矩阵 为 列 ( 行 ) 满 秩 的 .证 明 : 设 4 是 mxr 矩 
阵 , 则 4 是 列 满 秩 的 充分 必要 条 件 为 存在 mxm 可 逆 矩 阵 己 , 使 


[5 

4= 己 ; 

DO 
同样 地 ,4 为 行 满 秩 的 充分 必要 条 件 为 存在 rxr 可 逆 和 矩阵 @ ,使 


4=( 正 ，O0O)0C. 
12. 证 明 : 设 mx 矩阵 4 的 秩 为 ", 则 有 兽 xr 列 满 秩 和 矩阵 已 和 7xa 行 满 秩 和 矩阵 @, 使 4=PO. 
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第 五 章 
二 次 型 


$1 二 次 型 及 其 抵 阵 表示 


在 解析 几何 中 ,我 们 看 到 , 当 坐 标 原点 与 中 心 重合 时 ,一 个 有 心 二 次 曲线 的 一 般 方 
程 是 


az +20xy+cyr = 三 (1) 


为 了 便于 研究 这 个 二 次 曲线 的 几何 性 质 ,我 们 可 以 选择 适当 的 角度 6, 作 转轴 ( 反 时 针 
方向 转轴 ) 


〈2) 


f = cos 0-Y sin 0， 


7=x'sin 0+y'cos 0， 


把 方程 (1) 化 成 标准 方程 .在 二 次 曲面 的 研究 中 也 有 类 似 的 情况 . 

(1) 的 左 端 是 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 . 从 代数 的 观点 看 ,所 谓 化 标准 方程 就 是 用 变量 
的 线性 替换 (2) 化 简 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 ,使 它 只 含有 平方 项 .二 次 齐 次 多 项 式 不 但 在 
几何 中 出 现 ,而且 在 数学 的 其 他 分 支 以 及 物理 ,力学 中 也 常常 会 碰 到 .这 一 章 就 是 来 介 
绍 它 的 一 些 最 基本 的 性 质 . 

设 已 是 一 数 域 ,一 个 系数 在 数 域 已 中 的 * ,zz，… ,zw 的 二 次 齐 次 多 项 式 


了 了 。 
我 两 站 三 可 站 芝 1 下 名 训 吏 | 天 3 于" 二 旺 珊 计 基 | 天 二 5 刷 57 中 2 人 二 机 Oi  【《3) 


称 为 数 域 P 上 的 一 个 于 元 二 次 型 ,或 者 ,在 不 致 引起 混 请 时 简称 二 次 型 .例如 
4 TYXYIX 二 3X YX 十 273 十 4 十 3x3 
就 是 有 理 数 域 上 的 一 个 三 元 二 次 型 .为 了 以 后 讨论 上 的 方便 ,在 (3) 中 ,zxi(i<7) 的 系数 
写成 2a, ,而 不 简单 地 写成 cj 
和 在 几何 中 一 样 ,在 处 理 许 多 其 他 问题 时 也 常常 希望 通过 变量 的 线性 蔡 换 来 简化 
有 关 的 二 次 型 .为 此 ,我们 引入 
四 E 和 ae 人 
= +Cooy 十 十 ci 


《4) 


Mn 三 CalXi 十 Chay2 十 "十 Conyn 


$1 三 次 型 及 其 矩阵 表示 | 川 重 


6 


CR CR 


如果 把 (2) 看 作 线 性 替换 ,那么 它 就 是 非 退 化 的 ,因为 


cos 昌 -sm O 


1 
sin DO cos 0 


不 难看 出 ,如 果 把 (4) 代入 (3) ,那么 得 到 的 y ,…,y, 的 多 项 式 仍然 是 二 次 齐 次 
的 . 换 句 话说 ,线性 替换 把 二 次 型 变 成 二 次 型. 研究 二 次 型 在 非 退 化 的 线性 替换 下 的 变 


化 情况 就 是 本 章 的 主要 目的 ， 
在 讨论 二 次 型 时 ,矩阵 是 一 个 有 力 的 工具 ,因此 我 们 先 把 二 次 型 与 线性 替换 用 和 珑 


阵 来 表示 . 
令 
ii 三 Qr，， < 
由 于 


所 以 二 次 型 (3) 可 以 写成 
天 区 Ci&1 十 G12 庆 1 宫 2 士 = 二 如 二 拓 天 


史 
十 Qa1X2X1 十 Q25X2 十 "十 Qan2Xn 


2 
十 Qi 区 1 十 GMA 和 2 人 十 GaXan 


下 下 


二 间 2 Qi 交 i 六 (5) 
把 (5) 的 系数 排 成 一 个 wx 矩阵 
确 ， 曾 二 ， 友 ”下 ， 
大 全 “二 | 放 《6) 


| Ca2 和 忆 


它 就 称 为 二 次 型 (5) 的 矩阵 .因为 uj=aitiy=1,…,a) ,所 以 


4A=4- 
我 们 把 这 样 的 矩阵 称 为 对 称 卸 阵 ,因此 ,二 次 型 的 矩阵 都 是 对 称 的 
从 
妈 ! 
区 2 
下 三 
于 
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| 和 第 五 章 ”二 次 型 


于 是 ,二 次 型 可 以 用 矩阵 的 乘积 表示 为 


Qi CQ Qi Xil 

T Ca21  Qa22 Qa2nr || 区 
四 帮 累 = (3 993 和) _ . 

Qi Qi 亿 乞 


CINIX1ITQi2X2 十 "十 QInXn 


CaiX1 十 Q22X5 十 "十 @2nXn 


QTX1 士 Qi 二 2 十 "十 Qin 


故 
所 二 
应 该 看 到 ,二 次 型 (3) 的 矩阵 4 的 元 素 , 当 ;i 关 ) 时 ,ai= 凡 正 是 它 的 *iz; 项 的 系数 的 
一 半 ,而 是 *: 项 的 系数 ,因此 二 次 型 和 它 的 矩阵 是 相互 唯一 决定 的 .由 此 还 能 得 到 ， 
若 二 次 型 
FU) 下 = 下 及 于 
且 47=4,B7= 刀 , 则 4= 了 3 


令 
CI Ca Ch 儿 
C- Co2l CC2 7= 黎 
Ci 人 Ci YY 
于 是 线性 替换 (4) 可 以 写成 
X1 ci cia Ci 》 
移 | | 8 2 5> 》 
区 cl oz 2 划 
或 者 
肿 三 到 交 . 


我 们 知道 ,经 过 一 个 非 退 化 的 线性 替换 ,二 次 型 还 是 变 成 二 次 型 .现在 就 来 看 一 
下 ,替换 后 的 二 次 型 与 原来 的 二 次 型 之 间 有 什么 关系 ,也 就 是 说 , 找 出 替换 后 的 二 次 型 
的 抢 阵 与 原 二 次 型 的 矩阵 之 间 的 关系 . 
设 
所 和 三 7 (7) 
是 一 个 二 次 型 , 作 非 退化 线性 蔡 换 


GD 这 里 我 们 把 一 阶 和 给 阵 (a) 与 数 o 同等 看 待 . 
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8$2 标准 形 咱 目 


项 宇 作 区 ， (8) 
我 们 得 到 一 个 yi 7 的 二 次 型 
J BT 
现在 来 看 矩阵 至 与 4 的 关系 . 
把 (8) 代 人 (7) ,有 
沁 放 5 史 ss = 交友 下 (CI 本 CE 三 到 (CC 了 = 大 二 区 
容易 看 出 ,矩阵 C "4C 也 是 对 称 的 .事实 上 ， 
(CE =CAGEC aaC: 
由 此 , 即 得 
刀 ?=C7I4C. 
这 就 是 前 后 两 个 二 次 型 的 矩阵 的 关系 .与 之 相应 ,我 们 引信 
定义 2 数 域 P 上 nxn 矩阵 4,B 称 为 合同 的 ,如 果 有 数 域 尺 上 的 可 逆 nxn 矩阵 C ,使 


人 


由 和 扰 阵 4 到 矩阵 C"AC 的 变换 称 为 甜 阵 的 一 个 合同 变换 
合同 是 矩阵 之 间 的 一 个 关系 .不 难看 出 ,合同 关系 具有 
1 自 反 性 :4.= 互 4 互 ; 
2. 对 称 性 :由 瑟 =CIAC 即 得 4=(C- TBC-; 
3. 传递 性 :由 4,=CI4C, 和 4;:=C24,C; 即 得 
沽 二 作 人 人 
因 之 ,经 过 非 退 化 线性 替换 ,新 二 次 型 的 矩阵 与 原 二 次 型 的 矩阵 是 合同 的 .这 样 ， 
我 们 就 把 二 次 型 的 变换 通过 抢 阵 表示 出 来 ,为 以 下 的 讨论 提供 了 有 力 的 工具 . 
最 后 指出 ,在 变换 二 次 型 时 ,我 们 总 是 要 求 所 作 的 线性 替换 是 非 退 化 的 .从 几何 上 
看 ,这 一 点 是 自然 的 ,因为 坐标 变换 一 定 是 非 退化 的 .一 般 地 , 当 线性 替换 
了 =GY 
是 非 退 化 时 ,由 上 面 的 关系 即 得 
ee 
这 也 是 一 个 线性 替换 , 它 把 所 得 的 二 次 型 还 原 .这 样 就 使 我 们 从 所 得 二 次 型 的 性 质 可 
以 推 知 原来 二 次 型 的 一 些 性 质 ， 


$2 标准 形 


现在 来 讨论 用 非 退 化 的 线性 替换 化 简 二 次 型 的 问题 . 
可 以 认为 ,二 次 型 中 最 简单 的 一 种 是 只 包含 平方 项 的 二 次 型 
太 和 十 dx 十 十 《 开 》 
这 一 节 的 主要 结果 是 
定理 1 数 域 P 上 任意 一 个 三 次 型 都 可 以 经 过 非 退 化 的 线性 替换 变 成 平方 和 (1) 
的 形式 . 
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相生 第 五 章 ”二 次 型 


证 明 下 面 的 证 明 实 际 上 是 一 个 具体 地 把 二 次 型 化 成 平方 和 的 方法 ,这 就 是 中 学 
里 学 过 的 “配方 法 ”. 
我 们 对 变量 的 个 数 二 作 归 纳 法 ， 
对 于 =1, 二 次 型 就 是 
iD)= aal， 
这 已 经 是 平方 和 了 . 现 假定 对 2-1 元 的 二 次 型 ,定理 的 结论 成 立 . 再 设 


茂 王 5X55os > > Qi 0 二 和 Qi 
分 三 种 情形 来 讨论 : 
1. ais(i=1,2,… 汉 ) 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ,例如 oil 夫 0. 这 时 


FU yxa = 十 站 全 本 风 十 之 二 芝 汤 i 灶 六 可 大玉 
: 一 
-ar2 袜 am 刺 坟 Ci 
二 oa+ 了 os or 本 和 江 Wi) + 六 六 


onf zx + QT 2 过 吕 1 
其 中 


六 >ins=-ei(Z。 @i 挛 器 + 王 于 ma 
是 一 个 区 2 9X3 9 的 二 次 型 . 令 


厢 
烙 择 二 出 六 BT 
一 


即 


这 是 一 个 非 退化 线性 替换 , 它 使 
汽 丽 0 = CNyi 直 记 5Yi7yi 


由 归纳 法 假定 ,对 六 》 5 有 非 退 化 线性 闪 换 
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$2 标准 形 川 生 


2Z2 三 C2272 十 C2373 十 "… 十 C2nyn 


23 三 C32y2 十 C33y3 十 "… 二 Can 


Zr 二 Chay2 十 CaJ5 十 "十 Cnnyny 


使 它 变 成 平方 和 

dd 十 d 
于 是 非 退 化 线性 蔡 换 

2 三 yi 

5 二 四 和 中 从 5 和 

二 三 让 避 和 宙 人 
就 使 


at) = 
即 变 成 平方 和 了 .根据 归纳 法 原理 ,定理 得 证 . 
2. 所 有 ai =0, 但 是 至 少 有 一 oh 夫 0(J>1) ,不 失 普遍 性 , 设 oo 和 关 0. 令 
区 三 二 于 259 
姓 二 区 二 的， 


X%3 一 Z3 


它 是 非 退 化 线性 替换 , 且 使 
xia)= 22205824 三 20 (zi+2) (zi 一 3) 二 20z1 一 2a 2 十 ， 

这 时 上 式 右 端 是 5 ,一 ,…,z 的 二 次 型 ,上 且 了 的 系数 不 为 零 , 属 于 第 一 种 情况 ,定理 
成 立 ， 

3. al =aua=…=wv=0. 由 于 对 称 性 ,有 

al1=ail=…=QI=(0. 
这 时 
汽 吕 2 ) 三 好 光 三 和 移 | 砚 ) 

是 ”-1 元 二 次 型 ,根据 归纳 法 假定 , 它 能 用 非 退化 线性 替换 变 成 平方 和 , 

这 样 我 们 就 完成 了 定理 的 证 明 .‖ 


不 难看 出 ,二 次 型 (1) 的 矩阵 是 对 角 矩 阵 , 即 
闪 有 


轴 %1 二 daX2 二 十 友 《区 MX 5 
涂 。 际 -5 带 
反 过 来 ,矩阵 为 对 角形 的 二 次 型 就 只 含有 平方 项 . 按 上 一 节 的 讨论 ,经 过 非 退化 的 线性 
替换 ,二 次 型 的 矩阵 变 到 一 个 合同 的 矩阵 ,因此 ,用 矩阵 的 语言 ,定理 1 可 以 叙述 为 


六 
= 
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定理 2 也 就 是 说 ,对 于 任意 一 个 对 称 和 矩阵 4 ,都 可 以 找到 一 个 可 逆 和 矩阵 C ,使 
C 4C 
是 对 角 和 矩阵 . 
二 次 型 六 zzz,，…x) 经 过 非 退化 线性 替换 所 变 成 的 平方 和 称 为 xi yzrs，…x，) 
的 一 个 标准 形 . 
例 工 化 二 次 型 
扎 序 9 人) = 21 克 十 2 和 区 一 天) 到 3 
为 标准 形 . 
作 非 退化 线性 蔡 换 
%1 三 Ji+yas 
| 
MX3 二 多 
则 


Ai , X2 4X3 ) 一 2K7iTyz (区 汪 和 二 2 作证 入 一 站 为 一 的 ) 号 
=271-272 一 4y7173+8y273 =2(71 一 7) 一 273-273+8727，， 


再 令 
后 一 一 ay 
区 
3 一 3 
即 
和 三 2 十 23 ， 
3 三 2Z3， 
则 
所 有 罗 7 = 2 一 2 季 囊 ,82523 二 2z3 
=2z2 -2(z 一 2z) +82 一 2z3 
= 2zl =- 2(z = 2z)2 + 6z3. 
最 后 令 
2WT 二 31， 
忆 
403 二 Za ， 
即 
2 三 萝 | ， 
52 三 幼 2 十 2203 ， 
2 三 203， 
则 


$2 标准 形 上川 生 


Ja yz zy )= 2201-2203+6103 


是 平方 和 ,而 这 几 次 线性 替换 的 结果 相当 于 作 一 个 总 的 线性 替换 


xz 7l 10YL0INIOOWon rr 1 3 
到 |=lI1 -05 6 3 过 | 直 1 = | 
站 | OO 01NoDINDO II 过 Oo D TI 人 本 
前 面 所 讲 的 配方 法 的 过 程 ,可 以 用 和 阵 写 出 来 .我 们 按 前 面 的 每 一 种 情况 写 出 相 
应 的 抢 阵 . 


1. an 天 0. 这 时 的 线性 替换 为 


下 
一 二 本 
ii 二 冯 而 0 
= 


xa 二 ]】 
天， 三 交 
令 
1 一 在 和 i 作 避 一 而 话 
0 1 0 
C), = 
0 0 1 


则 上 述 线 性 替换 相应 于 合同 变换 
4 一 CT4C 


Ca ”or 
本 SanEioh， 二 | 上 二 民 
QGh2 en CQGnha 


于 是 4 和 C, 可 写成 分 块 算 阵 
人 | | 二 | 
4=| ， ， 醒 忆 
CE DO 五,-i 
其 中 五 为 n-1 阶 单位 矩阵 .这 样 


二 1 O QI CC 遇 汪 an ae 
1 业 志 ao7 丽 ,-， 4， DO 瑟 ， 


Qi G 直 ， 二 aa CH O 
Lo 4 -aaa)O 万 O 4 -aara 


矩阵 4,-aue'a 是 一 个 (na-1)x(n=-1) 对 称 矩 阵 , 由 归纳 法 假定 ,有 (mn=-1)x(nz-1) 
可 逆 和 矩阵 G ,使 


为 计算 CI4C ,可 令 


GT (4,-aollara)G=D 
成 对 角形 . 令 


| 和 第 五 章 二 次 型 


于 是 


1 0O1fa O 1 O 
ceuee-[ 2 人 2 引 - 们 习 
1 CC 全 7 


这 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,我 们 所 要 的 可 逆 和 矩阵 就 是 
C=CIC-:. 
2. aij=0, 但 有 一 个 c, 天 0. 
这 时 ,只 要 把 4 的 第 1 行 与 第 !: 行 互 换 , 再 把 第 1 列 与 第 1 列 互 换 , 就 归结 成 上 面 
的 情形 ,根据 初等 矩阵 与 初等 变换 的 关系 , 取 


0 1 … 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
C,=P(1,iD)=|1 0 … 0 0 0 … 0| 第 ; 行 ， 
0 0 0 0 1 0 
0 0 环 8 0 0 0 二 1 
第 列 
显然 
束 ( 工 二 和 
合同 变换 


CAC=P(1,D)4P(Ii) 

就 是 把 4 的 第 1 行 与 第 ; 行 互 换 , 再 把 第 1 列 与 第 之 列 互 换 的 结果 .因此 ,CI4C, 左上 
角 第 一 个 元 素 就 是 cs ,这样 就 归结 到 第 1 种 情形 . 

3. ai=0(Gi=1T,2,…,) ,但 有 一 av 天 0(J>1). 

与 上 一 种 情形 类 似 , 作 合同 变换 

P(2, 门 4P(2: 让 

可 以 把 cv 搬 到 第 1 行 第 2 列 的 位 置 ,这 样 就 变 成 了 配方 法 中 的 第 2 种 情况 .与 那里 的 
线性 替换 相对 应 , 取 


i 了 人 讲 款 而 
1 
全 到 站” 大- 二 而 
和。 而 1 


于 是 C,4C, 的 左上 和 角 就 是 


也 就 归结 到 第 1 种 情形 . 
4. ay=0(=1,2,…，). 
由 对 称 性 ,ai(j= 1,…,) 也 全 为 零 . 于 是 


$2 标准 形 | 是 


4-|。 
OO 4， 
4, 是 mn-1 阶 对 称 矩 阵 . 由 归纳 法 假定 ,有 (mn-1)x(n-1) 可 逆 和 矩阵 G ,使 
Gr4G 
成 对 角形 . 取 
1 OO 
co 
C 4C 就 成 对 角形 . 
例 2 化 二 次 型 
区) 芝 2 9 十 天 | 天 一 自 % 和 3 
成 标准 形 ， 


所 翅 ; ) 多 2 ,xs ) 的 矩阵 为 


取 
1 1 0 
1 
1 1 0N70 1 SN 1 0 2 0 =2 
ee -1 中 0 站 -1 中 | 0 -2 | 
0 0 1 八 1 -3 0 八 0 0 1 -2 4 0 
再 取 
1 0 1 
e 1 右 | ， 
mi 
1 1 而 2 0 0 
eesen | 1 =- 2 和 
1 0 全 I 0 4 -2 
再 取 


4; 已 是 对 角 和 矩阵 ,因此 令 
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1 和 第 五 章 二 次 型 


i 人 盆 站 和 人 人 三 峡 3 
ceee | 二 中 1 中 1 中 | = 了 中 
人 -三 八道 击 本 交 

就 有 

2 不 前 

ce 沪 | . 

0 0.6 

作 非 退化 线性 蔡 换 
天 = CY， 

即 得 


所 和 aa ) = 29 一 272+673。 
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我 们 看 到 ,经 过 非 退 化 线性 蔡 换 ,二 次 型 的 算 阵 变 成 一 个 与 之 合同 的 矩阵 .由 第 
四 章 $4 定 理 4, 合 同 的 矩阵 有 相同 的 秩 ,这 就 是 说 ,经 过 非 退 化 线性 替换 之 后 ,二 次 
型 矩阵 的 秩 是 不 变 的 .标准 形 的 矩阵 是 对 角 抢 阵 , 而 对 角 和 矩阵 的 秩 就 等 于 它 对 角 线 
上 不 为 零 的 元 素 的 个 数 . 因 此 ,在 一 个 二 次 型 的 标准 形 中 ,系数 不 为 零 的 平方 项 的 个 


本 ”丽人 


至 于 标准 形 中 的 系数 ,就 不 是 唯一 确定 的 .譬如 上 一 节 的 例子 ,二 次 型 2xizs+2xixs 一 
6xraxs 经 过 线性 替换 


得 到 标准 形 
271 一 2724693， 
而 经 过 线性 替换 
1 
1 一 -一 1 
艺 
先 切 | 
1 ] 
#5 | 三 | 让 一 ”一 一 | | 
久 3 
记 10 
3 1 3 
0 0 一 
| 


就 得 到 另 一 个 标准 形 


8$3 唯一 性 中 


二 惠 这 
20t 一 一 雪 7 坟 =- 功 中 
2 亲 “ 


这 就 说 明 ,在 一 般 的 数 域内 ,二 次 型 的 标准 形 不 是 唯一 的 ,而 与 所 作 的 非 退 化 线性 替换 
有 关 . 
下 面 只 就 复数 域 和 实数 域 的 情形 来 进一步 讨论 唯一 性 的 问题 . 先 看 复数 域 的 情形 . 
设 所 xi xz ) 是 一 复数 域 上 的 二 次 型 (以 后 都 简称 为 复 二 次 型 ). 由 本 章 定理 
1 ,经 过 一 适当 的 非 退 化 线性 替换 后 ,A(x xz ) 变 成 标准 形 .不 妨 假定 它 的 标准 
形 是 
乾 说 二 十 关 0， =1,2， pr 《T 
其 中 rz 是 扩 xixza 和 xy) 的 矩阵 的 秩 .因为 在 复数 域 中 ,复数 总 可 以 开平 方 ,我 们 再 作 
一 非 退 化 线性 替换 


] 
让 1 
二 
] 
了 2 
区 (2) 
Yrsl 二 3 
二 入 
(1) 就 变 成 
昼 十 到 十- 寺 丰 。 (3) 


(3) 称 为 复 二 次 型 几 xi,xza,…,z) 的 规范 形 .显然 ,规范 形 完全 被 二 次 型 矩阵 的 秩 " 所 
决定 ,因此 有 
定理 3 任意 一 个 复 二 次 型 ,经 过 一 适当 的 非 退 化 线性 替换 可 以 变 成 规范 形 ,并 且 


“1 
本 


0 
的 对 角 垂 阵 . 从 而 有 两 个 复 对 称 失 阵 合同 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 秩 相 等 
再 来 看 实数 域 的 情形 . 
设 凡 xz) 是 一 实数 域 上 的 二 次 型 (以 后 都 简称 为 实 二 次 型 ). 由 本 章 定理 
1 ,经 过 一 适当 的 非 退 化 线性 替换 ,再 适当 排列 文字 的 次 序 ,可 使 /xz ，…xr,) 变 成 标 
准 形 
而 区 末 5 人 二 全 (4) 
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| 和 第 五 章 二 次 型 


其 中 d 必 >0(i=1,2,…,r)ir 是 Fxzzvxzv) 的 矩阵 的 秩 .因为 在 实数 域 中 , 正 实 数 总 
可 以 开平 方 ,所 以 再 作 一 非 退 化 线性 替换 
1 
二 二 一 


短 一 一 9 5 
渍 《5) 
} 4 二 2 1 
也 一 冯 计 
〈4) 就 变 成 
昌 (6) 


(6) 称 为 实 二 次 型 人 xz:,…,x) 的 规范 形 .显然 ,规范 形 完全 被 r",p 这 两 个 数 所 决定 . 
定理 4 任意 一 个 实 二 次 型 ,经 过 一 适当 的 非 退 化 线性 蔡 换 可 以 变 成 规范 形 , 并 且 


人 


证 明 定理 的 前 一 半 在 上 面 已 经 证 明 , 下 面 来 证 唯一 性 . 
设 实 二 次 型 彤 xxa，… zx) 经 过 非 退 化 线性 替换 


= 有 7 
化 成 规范 形 
汽 而 二 三 交 HE 
而 经 过 非 退 化 线性 替换 
区 =CZ 
也 化 成 规范 形 
所 号 大 二 
现在 来 证 p=(. 
用 反 证 法 . 设 p>9， 
由 以 上 假设 ,我 们 有 
靖 ee 放 二 的 十 oon 村 (7) 
其 中 
Z=C-IB7. (8) 
售 
肥 i。 襄 8En 
Er 党 = 人 =| 人 
En & 
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于 是 把 (8) 写 出 来 就 是 
2 三 BITSi27z 十 二 Bay 
2 三 821TE2272z 十 十 Baoyny 
《9) 
2 三 Bai 十 Ba 于” 十 区 全 闻 a- 
考虑 齐 次 线性 方程 组 
EUYi+gbyz+…AEioya 三 0， 
如 yi1yi 六 =0， 
1 =0， 


(10) 


=(0. 
方程 组 (10) 含 有 个 未 知 量 ,而 含有 

9+(m-P)= 一 (PP 一 0) < 
个 方程 ,由 第 三 章 $ 1 定理 1,(10) 有 非 零 解 . 令 

( 丰 
是 (10) 的 一 个 非 零 解 .显然 


因此 ,把 它 代 入 (7) 的 左 端 , 得 到 的 值 为 
后 二 十 巡 >0， 

通过 (9) 把 它 代 入 (7) 的 丰 端 ,因为 它 是 (10) 的 解 , 故 有 
zi =…=2 三 0. 


所 以 得 到 的 值 为 


这 是 一 个 矛盾 , 它 说 明 假 设 p>9 是 不 对 的 .因此 我 们 证 明了 P 奏 9. 
同 理 可 证 4 和 ,从 而 p=9. 这 就 证 明了 规范 形 的 唯一 性 .‖ 
这 个 定理 通常 称 为 惯性 定理 . 
定义 3 人 2 ) 的 规范 形 中 ， 和 


们 的 差 六 ii 2p- 0 5 的 料 避 | 

应 该 指出 ,虽然 实 二 次 型 的 标准 形 不 是 唯一 的 ,但 是 由 上 面 化 成 规范 形 的 过 程 可 
以 看 出 ,标准 形 中 系数 为 正 的 平方 项 的 个 数 与 规范 形 中 正平 方 项 的 个 数 是 一 致 的 . 因 
此 ,异性 定理 也 可 以 人 银 述 为 ; 和 相生 放 生生 站 半 必 昌 > 


着 


了 荐 ” 人 


对 于 抢 阵 我 们 有 类 似 定理 2 的 结论 . 
定理 5 1) 任 一 复 对 称 和 矩阵 4 都 合同 于 一 个 下 述 形式 的 对 角 和 矩阵 : 


站 
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汪汪 1 的 个 数 人 


大 攻 ， 蚤 。 首 “ 剧 图 


1 


0 
其 中 对 角 线 上 1 的 个 数 疡 及 -1 的 个 数 一 pP(r 是 4 的 秩 ) 都 是 唯一 确定 的 ,分 别称 为 4 


人 


的 正 、 负 惯性 指数 ， 它们 的 状 27- 称 为 和 的 符号 差 . 1 


人 


8$4 正定 二 次 型 


在 实 二 次 型 中 ,正定 二 次 型 占有 特殊 的 地 位 .作为 本 章 的 结束 ,我们 给 出 它 的 定义 
以 及 常用 的 判别 条 件 . 

定义 4 实 二 次 型 /xi az ) 称 为 正定 的 ,如 果 对 于 任意 一 组 不 全 为 零 的 实 
数 ce ,都 有 Fe eic,)>0. 

显然 ,二 次 型 


下 


是 正定 的 ,因为 只 有 在 c =c=…=c=0 时 ,cl+c+…+cy 才 为 零 .一 般 地 ,读者 不 难 验 
证 , 实 二 次 型 
ra )=dxi+dx3T HHd dt 
是 正定 的 当 上 且 仅 当心 >0(i=1,2，…,). 
设 实 二 次 型 


1 之 之 QiXiMXji， Gy 二 Qi (1) 


$4 正定 二 次 型 | 有 E 


是 正定 的 ,经 过 非 退化 实 线性 替换 
丰 三 人 了 (2) 
变 成 二 次 型 
0 划 如 55735771， 2 = 0 CE3 
我 们 指出 ,7 ,7 ，…,y，, 的 二 次 型 g(y,y:，…,y,) 也 是 正定 的 ,或 者 说 ,对 于 任意 一 组 不 
全 为 零 的 实数 局 有 有 (大 )>0. 事 实 上 , 令 


知 二 的 三 床 
代入 (2) 的 右 端 , 就 得 汪 | 9?X2 9 对 应 的 一 组 值 .譬如 说 是 01302 3 ,这 就 是 说 


C1 及 
人 放 
至 权 
C 上 
因为 C 可 逆 , 就 有 
语 Ci 
太 2 ii 本 
下， C 


所 以 当 态 ,如 ,…,j 是 一 组 不 全 为 零 的 实数 时 ,ci ,c,…,c, 也 是 一 组 不 全 为 零 的 实数 
显然 
不作 as 人 0 
因为 二 次 型 (3) 也 可 以 经 过 非 退 化 实 线性 替换 
交 = 臣 - 亚 
变 到 二 次 型 (1) ,所 以 按 同样 理由 , 当 (3) 正定 时 (1) 也 正定 .这 就 是 说 , 非 退 化 实 线性 
替换 保持 正定 性 不 变 , 由 此 即 得 


1 


证 明 设 二 次 型 Kxi,xrs,…,xv) 经 过 非 退化 实 线性 替换 变 成 标准 形 
加 放 十 day2 十 十 加 yw (4) 
上 面 的 讨论 表明 ,fx ,xz:,…,x,) 正 定 当 且 仅 当 (4) 是 正定 的 ,而 我 们 知道 ,二 次 型 (4) 
是 正定 的 当 且 仅 当 由 >0Ci=1,2,…,n) , 即 正 惯性 指数 为 普 
定理 6 说 明 , 正 定 二 次 型 凡 zi ,xxs) 的 规范 形 为 


和 4 下 2 十 二 yn， (5) 
定义 5 实 对 称 年 阵 4 称 为 正定 的 ,如 果 二 次 型 
不 "4 天 


正定 


硬 八仙 生 下 全 全 人 局 


] 有 有 第 五 章 ”三 次 型 


推论 “正定 抢 阵 的 行列 式 大 于 零 
证 明 设 4 是 一 正定 矩阵 .因为 4 与 单位 矩阵 合同 ,所 以 有 可 逆 和 矩阵 C ,使 
痪 三 冤 五 CE 区 车 
两 边 取 行列 式 ,就 有 
Il4|1=|lc1lcl=lcl >01 
有 时 我 们 需要 直接 从 二 次 型 的 抢 阵 来 判别 这 个 二 次 型 是 不 是 正定 的 ,而 不 希望 通 
过 它 的 规范 形 .下 面 就 来 解决 这 个 问题 .为 此 ,引入 


定义 6 子 式 
0 Ci Qi 
全 
丸 ; = 三 达 
CE Ca 06 


拨 区 4 珊 区 泪 > 党 @Gi 交 恋 ) 二 买 4 于 
if 全 1 


证 明 先 证 必要 性 . 设 二 次 型 


Ca 二 > 区 这 
1= 1 
是 正定 的 .对 于 每 个 帮 1 拓 上 < ) , 令 


下 (而 一 克 如 
我 们 来 证 太 是 一 个 大 元 的 正定 二 次 型 .对 于 任意 一 组 不 全 为 零 的 实数 c ,… ,ci ,有 


入 Geo 让 二 阿 访 ， 本 和 人 三 所 Ce) 
因此 .Ai(xz ,xz) 是 正定 的 .由 上 面 的 推论 , 凡 的 矩阵 的 行列 式 


公 i1 和 位 外 


十。 
这 就 证 明了 和 矩阵 4 的 顺序 主子 起 全 大 于 零 

再 证 充分 性 .对 并 作 数 学 归纳 法 . 

当 m=1 时， 

所 而 )= Ga， 

由 条 件 ,>0, 显 然 有 zx ) 是 正定 的 . 

假设 充分 性 的 论断 对 于 2-1 元 二 次 型 已 经 成 立 ,现在 来 证 壮 元 的 情形 , 

令 


Cl 汪 Qnr 


8$4 正定 二 次 型 | 


于 是 搜 阵 4 可 以 分 块 写成 


4 Ga 

GE 
既然 4 的 顺序 主子 式 全 大 于 零 ,当然 4, 的 顺序 主子 式 也 全 大 于 零 .由 归纳 法 假定 ,4， 
是 正定 矩阵 , 换 句 话说 ,有 n-1 阶 可 逆 怎 阵 C ,使 


本 
其 中 瑟 ，, 表 示 na=-1 阶 单位 矩阵 . 令 
CG ?| 
和 本; 霹 ， 
O 1 
手 是 
GT 0O1f4 aua1fG 0 已 ，Ga 
人 ii 丰 人 三 三 
1 GE 修 人 aiG aa 
再 令 
忆 ， -Ga 
合生 
和 
有 
已 OfE Ga 下 ， -Gray (E，， O 
CCCiCs 乌 
-aeG 1 人 aiG au， O 1 DO ou -ae GG'ra 
令 
C=CIC，0-ae GG'a=u， 
就 有 
1 
企 次 下 = 
1 
似 
两 边 取 行列 式 得 
|1C| :14|1=au. 
由 条 件 有 |4 | >0, 因 此 c>0. 显 然 
1 1 1 1 
| 1 1 1 
可 抽 1 人 


这 就 是 说 ,和 抢 阵 4 与 单位 和 矩阵 合同 ,因此 ,4 是 正定 矩阵 ,或 者 说 ,二 次 型 几 xi xza，…， 
xi) 是 正定 的 ， 

根据 归纳 法 原理 ,充分 性 得 证 .‖ 

例 判别 二 次 型 


司 2 > > 
所 吉庆 三 3 放 区 7 击 3 和 3 让利 允 人 二 器 人 语 一 全 % 到 5 
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是 否 正 定 . 
sixwayxzas) 的 矩阵 为 
5 地 二 对 
2 1 =2 
一 本 一 2 $ 
它 的 顺序 主子 式 
入” = 人 
S 也 
S>0， >0 更 1 =2|20 
训 了 
=4 =2 习 


因此 ,7xi xsyzs ) 是 正定 的 ， 
与 正定 性 平行 ,还 有 下 面 的 概念 ， 
定义 7 这 Meanvw oa) 是 一 基 二 区 浊 , 对 下 保 章 二 组 不 全 为 零 的 实数 ， 


本 


,co ,如 果 都 有 态 cc vc)<0, 那 么 Kaza zu) 称 为 负 定 的 ;如 果 都 有 太 e,， 


:co) 志 0, 那 么 Kx ) 称 为 半 正 定 的 ;如 宁都 有 凡 cc ,ec) 和 0, 那 么 


j ,er ) 称 为 半 负 定 的 ; 时 记 肠 下 是 半 芷 定 嗓 不 是 于 交 生 , 那么 Jazi 


1 


9 证 古 区 友 二 大 这 测 风 上 训 休 天 疝 交易 过 ,az ) 是 负 定 时 ， 
_rs ,和 ) 就 是 正定 的 . 

至 于 半 正 定性 ,我 们 有 

定理 8 对 于 实 二 次 型 人 ui， )= XT4X, 其 中 人 是 实 对 称 的 ,下 列 条 件 等 价 : 

全 


册 
Cr4C= 是 
dd 
其 中 di>0(Gi=1,2，…) 3 
4) 有 实 邱 阵 C ,使 
4=C' Ci; 


5) 4 的 所 有 主子 式 ( 行 指标 与 列 指标 相同 的 子 式 ) 竺 太 于 或 等 于 零 .( 贸 作 


习题 . ) | 
注意 ,在 5) 中 , 仅 有 顺序 主子 式 大 于 或 等 于 零 是 不 能 保证 半 正 定性 的 .比如 


病症 
新 [9 让 三 一 2 二 【人 基 [9 和 5 网 


就 是 一 个 反例 . 
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习题 | 有 


习 题 


1.( 工 ) 用 非 退 化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ,并 利用 和 抢 阵 验算 所 得 结果 : 
1) 一 45iX2 二 2451 生 3 士 282%3 3 
2) xi+2xix+2x3+4riri+4x31 
3) xi-3z3 一 2xixy+2xxz 一 Ort1i 
4) 8xX4+25324 十 2x2X3 十 8xava 
本 壤 1 生 帮 本 和 1 友 ， 生 5 克 二 7 二 区区 
6) XI+243+t4 十 4 十 47173 二 2124 十 2xat 二 2 十 2t 3 
7) xi1+xi+t3+t 二 YX 2 ++D2Xts， 
( 工 ) 把 上 述 二 次 型 进一步 化 为 规范 形 ,分 实 系数 、 复 系数 两 种 情形 ;并 写 出 所 作 的 非 退 化 线性 
替换 . 
2. 证 明 : 秩 等 于 -的 对 称 抢 阵 可 以 表 成 “个 秩 等 于 1 的 对 称 和 矩阵 之 和 ， 
3. 证 明 : 


记 A， 


合同 ,其 中 与 坪 扩 是 12,… 和 江 的 一 个 排列 . 
4. 设 4 是 一 个 阶 矩 阵 , 证 明 : 
1) 4 是 反 称 矩阵 当 且 仅 当 对 任 一 个 却 维 向 量 环 ,有 瑟 4=0; 
2) 如 果 4 是 对 称 和 矩阵 , 且 对 任 一 个 半 维 向 量 导 有 X" 4X=0, 那 么 4=0O. 
5. 如 果 把 款 阶 实 对 称 抢 阵 按 合同 分 类 , 即 两 个 阶 实 对 称 和 矩阵 属于 同一 类 当 且 仅 当 它们 合同 ， 
间 共 有 几 类 ? 
6. 证 明 :一 个 实 二 次 型 可 以 分 解 成 两 个 实 系数 的 一 次 齐 次 多 项 式 的 乘积 的 充分 必要 条 件 是 , 它 
的 秩 等 于 2 和 符号 差 等 于 0, 或 者 秩 等 于 1. 
7. 判别 下 列 二 次 型 是 否 正 定 ; 


1) 99x1-12xixs+48xixzs+130x-60xsxy+71x3 1; 2) 10x1+8xixa+24x71x+223 一 28x2X3 Ta 1 
天 扯 五 一 上 
3) 方 沈 十 > 知觉 且 4) 了 十 交合 
1=1 1<1 < 乱世 4 二】 二 1 
8.【 取 什么 值 时 ,下 列 二 次 型 是 正定 的 : 
1) 二 +xza+SX3+2M IE 一 2 73 十 4aw3 2) x+4xr2+t3+2Urzr: 二 10xx 十 Gwaxra- 


9. 证 明 : 如 果 4 是 正定 矩阵 ,那么 4 的 主子 式 全 大 于 零 ， 

10. 设 4 是 实 对 称 和 矩阵 .证 明 : 当 实数 :充分 大 之 后 ,+4 是 正定 矩阵 . 

11. 证 明 : 如 果 4 是 正定 矩阵 ,那么 4” 也 是 正定 抢 阵 . 

12. 设 4 为 一 个 飞 阶 实 对称 和 矩阵, 且 |4 | <0, 证 明 : 必 存在 元 维 实 向 量 居 关 0, 使 X4X<0. 
13. 如 果 4.B8 都 是 二 阶 正定 矩阵 ,证 明 :4+B 也 是 正定 矩阵 . 

14. 证 明 : 二 次 型 几 xixza xy) 是 半 正 定 的 充分 必要 条 件 是 它 的 正 惯性 指数 与 秩 相 等 : 
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15. 证 明 :m 2 吧 =( 之 汶 ) “是 半 正定 的 . 
1=f = 
16. 设 /zza st) = 天 4 是 一 实 二 次 型 .已 知 有 于 维 实 向 量 天 | ,于 ,使 
天 帮 环 ,二 OO， .下 > 用 吉 -二 0， 
证 明 : 必 存在 半 维 实 向 量 Xu, 关 0 ,使 X4X=0. 
17. 4 是 一 实 和 矩阵, 证明: 秩 (474)= 秩 (4). 


补 充 题 


1 用 非 退 化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ,并 用 矩阵 验算 所 得 结果 : 


] ) 天 1 天 2 二 2 和 2n-1 二 7 二 区， 生 ae 了 ) 荆 1 区 十 和 2 和 3 十 * 十- 和 
- 本 = 
3 六 如 十 层 开光 4) 广 人 = 好 ,其 中 生 三 
i=1 1<si<j<n 8 让 
2. 设 实 二 次 型 


J 几 xs2a3 is) > (aitxi+aaxa+ +Qinxa) ， 
i 


旧 


证 明 : 马 功 9 ,2 ) 的 秩 等 于 和 矩阵 


4 2 ”ip 


Qi Gax 忆 
旋 至 
QI 区 
的 秩 . 
3. 设 /三 )= 丰 + 有 + 全 = 其 中 性 1)2,…,p+g) 是 xia sz 的 一 次 齐 


次 式 , 证 明 :Axixa 2) 的 正 惯性 指数 入 P, 负 惯性 指数 大 4 


4. 设 
4 4 
并 三 
s 4a 4 


下 芷 
是 一 对 称 和 矩阵 , 且 | 4 | 关 0, 证 明 : 存 在 了 = 臣 js 


4，O 
全 47 = 
OO 


其 中 * 表示 一 个 阶 数 与 4 相同 的 矩阵 - 
5. 设 4 是 反 称 矩阵 ,证明 :4 合同 于 答 阵 


补充 题 上 有 


6. 设 4 是 慰 阶 实 对 称 矩阵 ,证 明 :存在 一 正 实数 ,使 对 任 一 款 维 实 向 量 下 ,都 有 


| 4 | 三 cf 于 
7. 主 对 角 线 上 全 是 1 的 上 三 角形 矩阵 称 为 特殊 上 三 角形 矩阵 . 


1) 设 4 是 一 对 称 和 矩阵 ,7 为 特殊 上 三 角形 矩阵 ,而 有 =7' 47, 证 明 :;4 与 妃 对 应 的 顺序 主子 式 


有 相同 的 值 ; 


2) 证 明 : 如 果 对 称 和 矩阵 4 的 顺序 主子 式 全 不 为 0, 那么 一 定 有 一 特殊 上 三 角形 抢 阵 了 ,使 


7T747 成 对 角形 ; 
3) 利用 以 上 结果 证 明定 理 7 的 充分 性 , 
8. 证 明 : 


1) 如 果 》 > oaxi(a = 由 ) 是 正定 二 次 型 ,那么 


Q@Ii QI 
Qal 在 2 
扎 折 aas 
Qi 在 
]) 
是 负 定 二 次 型 ; 
2) 如 果 4 是 正定 矩阵 ,那么 
|4 | 和 oo 


这 里 娓 ,是 4 的 n=-1 阶 顺序 主子 式 ; 
3) 如 果 4 是 正定 和 抢 阵 ,那么 


| 和 4 | 短 QiQaz meQn3 


4) 如 果 了 =( 心 ) 必 是 实 可 逆 矩 阵 ,那么 


| 了 | 过 了 (+ 格 + 和 + 的 ) 
1=1 


9. 证 明 : 实 对 称 矩 阵 4 是 半 正 定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 一 切 主子 式 全 大 于 或 等 于 零 . 
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8$1 集合 ， 映射 


作为 本 章 的 预备 知识 ,在 这 一 节 我 们 先 来 介绍 一 些 基本 概念 ,主要 是 集合 和 映射 
的 概念 .熟悉 这 些 基本 概念 不 但 对 于 代数 的 学 习 是 必要 的 ,对 于 一 般 数学 的 学 习 也 是 
不 可 少 的 . 

集合 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 .简单 地 说 ,所 谓 集合 就 是 指 作为 整体 看 的 一 堆 
东西 .例如 ,一 个 班 就 是 由 一 些 同 学 组 成 的 集合 ;一 个 线性 方程 组 解 的 全 体 组 成 一 个 集 
合 , 即 所 谓 解 集合 .又 如 在 几何 中 ,我 们 通常 是 把 点 看 作 基本 的 对 象 ,这 样 , 一 条 直线 就 
是 一 个 由 点 组 成 的 集合 ;一 条 曲线 一个 平面 也 都 是 由 一 些 点 组 成 的 集合 .组 成 集合 的 
东西 称 为 这 个 集合 的 元 素 .我 们 用 


本 


CEHM 
表示 “ 是 集合 的 元 素 , 读 为 属于 .用 
4 EU 


表示 不 是 集合 W 的 元 素 , 读 为 c 不 属于 1 
所 谓 给 出 一 个 集合 就 是 规定 这 个 集合 是 由 哪些 元 素 组 成 的 .因此 给 出 一 个 集合 的 
方式 不 外 两 种 ,一 种 是 列举 出 它 全 部 的 元 素 , 一 种 是 给 出 这 个 集合 的 元 素 所 具有 的 特 
征 性 质 .例如 ,M 是 由 数 1,2,3 组 成 的 集合 , 记 为 
六 三 4 了 23 


这 就 是 列举 它 全 部 的 元 素 ;适合 方程 一 tr= 1 的 全 部 点 的 集合 ,或 某 一 个 线性 方程 组 
的 解 集合 ,这 就 是 给 出 集合 元 素 的 特征 性 质 .由 无 穷 多 个 元 素 组 成 的 集合 是 不 可 能 用 
列举 法 给 出 的 ， 
关于 用 性 质 定 义 的 集合 ,我 们 引进 一 种 记 法 . 设 杂 是 具有 某 些 性 质 的 全 部 元 素 所 
组 成 的 集合 ,就 可 写成 
M=jale 具 有 的 性 质 | 


例如 ,适合 方程 苹 + 瑟 = 1 的 全 部 点 的 集合 可 写成 


$1 集合 ， 了 映射 | 有 


W=|() 


本 和 
0 
又 例如 ,两 个 多 项 式 Kx) ,g(x) 的 公 因 式 的 集合 可 写成 
MW={a(z) | az) |) ,a(z) | gx) 上 

不 包含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集合 .例如 ,一 个 无 解 的 线性 方程 组 的 解 集合 就 是 
空 集合 .把 空 集合 也 看 作 是 集合 ,这 一 点 与 通常 的 习惯 不 很 一 致 ,但 是 在 数学 上 有 好 
处 ,同时 也 不 是 完全 没有 道理 的 ,正如 我 们 把 0 也 看 作 是 数 一 样 . 

如 果 两 个 集合 Wf 与 W 含有 完全 相同 的 元 素 , 即 ee W 当 且 仅 当 we N, 那 么 它们 就 
称 为 相等 , 记 为 


呆 = 入. 
如 果 集 合 W 的 元 素 全 是 集合 V 的 元 素 , 即 由 ae 可 以 推出 csN, 那 么 W 就 称 为 
N 的 子 集合 , 记 为 
MCAN 或 NDHM. 
例如 ,全体 偶 数组 成 的 集合 是 全 体 整 数组 成 的 集合 的 子 集 合 . 按 定 义 , 每 个 集合 都 是 它 
自身 的 子 集合 .我 们 规定 , 空 集合 是 任 一 集合 的 子 集合 . 
两 个 集合 和 如 果 同 时 满足 MCN 和 NCMW, 则 和 相等. 
设 W,V 是 两 个 集合 , 既 属 于 又 属于 W 的 全 体 元 素 所 成 的 集合 称 为 性 与 六 的 
交 , 记 为 
MnmnAN, 
例如 ,方程 2x-y=1 的 解 集合 与 方程 x-27=2 的 解 集合 的 交 就 是 方程 组 
2x-Y=]， 
RE 
的 解 集 合 , 显 然 有 
MnNCM，MnmNCAN. 
属于 集合 M 或 者 属于 集合 V 的 全 体 元 素 所 成 的 集合 称 为 杂 与 N 的 并 , 记 为 
MU N. 
例如 ， 
32 
显然 有 
MUNDM，MUN2DAN. 
上 面 介 绍 了 有 关 集 合 的 一 些 概念 ,下面 再 来 介绍 映射 的 概念 . 


0 


与 元 素 aeW 对 应 ,那么 就 记 为 
fa)=G"， 
a' 称 为 在 映射 r 下 的 像 ,而 a 称 为 c' 在 映射 r 下 的 一 个 原 像 . 
M 到 懂 自 身 的 映射 ,有 时 也 称 为 M 到 自身 的 变换 . 
集合 杂 到 集合 呆 ' 的 两 个 映射 r 及 , 若 对 1 的 每 个 元 素 上 都 有 oz(o)=r(a), 则 
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称 它们 相等 , 记 作 =7- 
下 面 来 看 几 个 例子 . 
例 1 是 全 体 整 数 的 集合 ,W "是 全 体 偶数 的 集合 ,定义 
on)=27， mnEA， 
这 是 虹 到 1 的 一 个 映射 . 
例 2 戏 是 数 域 尺 上 全 体 慰 阶 和 矩阵 的 集合 ,定义 
ci( 双 )= | 和 | ， 交 已 肥 
这 是 到 己 的 一 个 映射 . 
例 3 W 是 数 域 P 上 全 体 半 阶 矩 阵 的 集合 ,定义 
和 ida)=adFE，aweE 忆 . 
这 是 己 到 的 一 个 映射 . 
例 4 对 于 几 xz) eP[x*], 定 义 
GCCZ)= 沪 (X)， 
这 是 PLx] 到 自身 的 一 个 映射 . 
例 5 设 MW,W' 是 两 个 非 空 的 集合 ,a。 是 W 中 一 个 固定 的 元 素 ,定义 
cla)=an，aE 对 . 
即 er 把 好 的 每 个 元 素 都 映 到 cu ,这 是 W 到 1 的 一 个 映射 , 
例 6 设 凡 是 一 集合 ,定义 
Ia)=w，ueJy. 
即 ex 把 每 个 元 素 映 到 它 自 身 , 称 为 集合 W 的 恒 等 映射 或 单位 映射 , 记 为 1v 在 不 致 引 
起 混淆 时 ,也 可 以 简单 地 记 为 1， 
例 7 任意 一 个 定义 在 全 体 实 数 上 的 函数 
7Y= 作 zx) 
者 是 实数 集合 到 自身 的 胰 身 .因此 ,函数 可 以 认为 是 吴 身 的 一个 特殊 情形 
对 于 映射 我 们 可 以 定义 乘法 . 设 r,r 分 别 是 集合 弄 到 杂 7 ,到 好 的 映射 ,乘积 7 
定义 为 
(TIC)(a)=7T(C(a))，aEM， 
即 相 继 施行 vr 和 的 结果 ,rc 是 W 到 1W" 的 一 个 映射 .例如 ,上 面 例 2 与 例 3 中 映射 的 
乘积 ca 就 把 每 个 二 阶 矩阵 4 映 到 数量 矩阵 |4 | 下 , 它 是 全 体 二 阶 和 矩阵 的 集合 到 自 
身 的 一 个 映射 .又 如 ,对 于 集合 到 到 凡 的 任意 一 个 映射 er 显然 都 有 
1o=aoly=a. 
映射 的 乘法 适合 结合 律 . 设 ec,r, 消 分 别 是 集合 i1 到 ,11' 到 Mr",a" 到 Mr 的 映射 ， 
映射 乘法 的 结合 律 就 是 
(VWT)o= 沙 (TI). 
等 式 两 端 显然 都 是 N 到 4" 的 酉 射 , 要 证 明 它 们 相等 ,只 需要 证 明 它 们 对 于 W 中 每 个 
元 素 的 作用 都 相同 , 即 
(Vr)ola)=uW(Crr)(a)， 对 每 个 we 1 
由 定义 
(Vpr)ola)=(Vr)(cla))=Vr(CcGa)))， 
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(TI)(a)=z 几 (rc)(c))=U 几 TcGa)))， 
这 就 证 明了 结合 律 . 
设 e 是 集合 玉 到 1 的 一 个 映射 ,我 们 用 
of ) 
代表 1W 在 映射 r 下 像 的 全 体 , 称 为 1 在 映射 er 下 的 像 集合 .显然 
ICM)CHM 
如 果 (CU)= 1 ,映射 er 就 称 为 映 上 的 或 满 射 .如 例 1 中 的 映射 ,对 1 中 任 一 元 素 , 即 
任 一 偶数 20, 因 有 (nz) = 22, 故 邓 中 任 一 元 素 都 是 MN 中 的 某 一 元 素 在 映射 er 下 的 
像 , 即 r(MW)DHN 又 自然 有 (NM)CHM ,所 以 xc(N)=M, 即 er 是 满 射 .读者 可 同样 证 
明 例 2,4,6 中 的 映射 是 满 射 ,而 例 3 中 的 映射 当 7=2 时 则 不 是 满 射 . 

如 果 在 映射 r 下 ,W 中 不 同 元 素 的 像 也 一 定 不 同 , 即 由 mw 和 关 o 一 定 有 (ai ) 关 
la) ,那么 映射 c 就 称 为 1 一 !1 的 或 单 射 . 如 例 1 中 ,省 交 普 E 朵 关 严 时 有 272 关 
2m. 所 以 o(z) 关 rr(m), 即 er 是 单 射 . 读 者 可 同样 证 明 例 3,6 中 的 映射 是 单 射 ,而 例 2,4 
中 的 映射 则 不 是 . 

一 个 映射 如 果 既 是 单 射 又 是 满 射 就 称 为 1 一 1 对 应 或 双 射 .如 例 1 和 例 6 中 的 映射 
都 是 双 射 .显然 ,对 于 由 有 限 多 个 元 素 组 成 的 集合 , 即 所 谓 有 限 集合 来 说 ,两 个 集合 之 
间 存 在 双 射 的 充分 必要 条 件 是 它们 所 含 元 素 的 个 数 相 同 . 于 是 对 有 限 集合 W 及 其 子 集 
M 关 MN ,1 与 朵 就 不 能 建立 双 射 .但 对 无 限 集合 就 不 一 定 如 此 .例如 例 1 中 的 映射 是 一 
个 双 射 ,但 1 ' 是 1 的 一 个 真子 集 . 

对 于 呆 到 1 的 双 射 e 我 们 可 以 自然 地 定义 它 的 道 映射 , 记 为 er .因为 er 是 满 射 ， 
所 以 杂 ' 中 每 个 元 素 都 有 原 像 ,又 因为 e 是 单 射 , 所 以 邮 中 每 个 元 素 只 有 一 个 原 像 ,我 
们 定义 

厅 (ie 当 人 (Lao 
显然 ,rc ”是 咏 到 1 的 一 个 双 射 ,并 且 
克基 本 三 

不 难 证 明 , 如 果 rz7 分别 是 下 到 好 ,1 到 好 "的 双 射 ,那么 乘积 re 就 是 呆 到 Mr 的 

一 个 双 射 证明 留 给 读者 去 完成 
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线性 空间 是 线性 代数 最 基本 的 概念 之 一 .这 一 节 我 们 来 介绍 它 的 定义 ,并 讨论 它 
的 一 些 最 简单 的 性 质 .线性 空间 也 是 我 们 磁 到 的 第 一 个 抽象 的 概念 .为 了 说 明 它 的 来 
源 , 在 引入 定义 之 前 , 先 看 几 个 熟知 的 例子 . 

例 1 在 解析 几何 中 ,我 们 讨论 过 三 维 空间 中 的 向 量 .向 量 的 基本 属性 是 可 以 按 平 
行 四 边 形 法 则 相 加 ,也 可 以 与 实数 作 数量 乘法 .我 们 看 到 ,不 少 几何 和 力学 对 象 的 性 质 
是 可 以 通过 向 量 的 这 两 种 运算 来 描述 的 . 

例 2 为 了 解 线性 方程 组 ,我 们 讨论 过 以 寺 元 有 序数 组 (a ,oa ，,ow ) 作 为 元 素 的 
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由 维 向 量 空间 .对 于 它们 ,也 有 加 法 和 数量 乘法 , 那 就 是 
人 
后 (本 1 ,Q)= (HAai Ha,Ka，)， 

例 3 对 于 函数 ,也 可 以 定义 加 法 和 函数 与 实数 的 数量 + 乘法 .譬如 说 ,考虑 全 体 定 
义 在 区 间 [a,b 上 的 连续 函数 .我 们 知道 ,连续 函数 的 和 是 连续 函数 ,连续 函数 与 实数 
的 数量 乘积 还 是 连续 困 数 . 

从 这 些 例 子 中 我 们 看 到 ,所 考虑 的 对 象 虽然 完全 不 同 , 但 是 它们 有 一 个 共同 点 , 那 
就 是 它们 都 有 加 法 和 数量 乘法 这 两 种 运算 .当然 , 随 着 对 象 不 同 ， 二 和 生生 克 
是 不 同 的 .为 了 抓 住 它们 的 共同 点 ,把 它们 统一 起 来 加 以 研究 ,我们 引入 线性 空间 的 
概念 . 

在 第 一 个 例子 中 ,我 们 用 实数 和 向 量 相 乘 .在 第 二 个 例子 中 用 什么 数 和 向 量 相 乘 ， 
就 要 看 具体 情况 .例如 ,在 有 理 数 域 中 解 线性 方程 组 时 ,用 有 理 数 去 作 数 量 乘法 就 已 经 
足够 了 ,而 在 复数 域 中 解 线性 方程 组 时 ,就 需要 用 复数 去 作 运 算 .可 见 ,不 同 的 对 象 与 
不 同 的 数 域 相 联系 . 当 我 们 引入 抽象 的 线性 空间 的 概念 时 ,也 必须 选 定 一 个 确定 的 数 
域 作为 基础 ， 

“是 昌 1 了 是 人 在 集合 AS 汪 记 种 代 


而 受 【 衣 ” 类 疝 训 汪 下 直下 革 
肖 
人 二 
和 
着 
古 ，“ 衣 -重合 1 术 下 溃 ， 羡 站 


本 


1) w+B=B+ai 
2) (a+B)+7Y=a+CB+Y) 
3) 在 了 中 有 一 元 素 0, 对 于 中 任 一 元 素 w 都 有 


和 


本 


机 0 
(B 称 为 e 的 负 元 素 ) 
数量 乘法 清 足 下 面 两 条 规则 
6) KCla)=( 1)a. 
数量 乘法 与 加 法 请 中 下面 机 条 规则 
7) 〈(p+D)c=Aa+lai 
8) 5(a+B)= Ha+/1B， 
在 以 上 规则 中 必 光 等 表示 数 域 忆 中 的 任意 数 ,a ,及 ,7 等 表示 集合 ” 中 任意 元 素 、 


由 定义 ,几何 空间 中 全 部 向 量 组 成 的 集合 是 一 个 实数 域 上 的 线性 空间 .分 量 属于 
数 域 忆 的 全 体 寺 元 数组 构成 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,这 个 线性 空间 我 们 用 己 来 
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表示 . 

下 面 再 来 举 几 个 例子 

例 4 数 域 P 上 一 元 多 项 式 环 P[x] , 按 通 常 的 多 项 式 加 法 和 数 与 多 项 式 的 乘法 ， 
构成 一 个 数 域 P 上 的 线性 空间 .如 果 只 考虑 其 中 次 数 小 于 的 多 项 式 , 再 添上 零 多 项 
式 也 构成 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,用 PLx], 表示 

例 $ 元 素 属于 数 域 己 的 柬 xx 矩阵 ， 按 矩 阵 的 加 法 和 矩阵 与 数 的 数量 乘法 ,构成 
数 域 尺 上 的 一 个 线性 空间 ,用 已” 表示 . 

例 6 全 体 实 函数 , 按 函 数 的 加 法 和 数 与 函数 的 数量 乘法 ,构成 一 个 实数 域 上 的 线 
性 空间 ， 

例 7 数 域 尸 按照 本 身 的 加 法 与 乘法 , 即 构成 一 个 自身 上 的 线性 空间 ， 

线性 空间 的 元 素 也 称 为 向 量 .当然 ,这 里 所 谓 向 量 比 几 何 中 所 谓 向 量 的 含义 要 广 
泛 得 多 .线性 空间 有 时 也 称 为 向 量 空间 .以 下 我 们 经 常 是 用 黑体 的 小 写 和 希腊 字母 w,B， 

… 代 表 线 性 空间 了 中 的 元 素 , 用 小 写 的 拉丁 字母 c,0,c,… 代 表 数 域 已 中 的 数 . 

下 面 我 们 直接 从 定义 来 证 明 线 性 空间 的 一 些 简单 性 质 

1. 零 元 素 是 唯一 的 . 

假设 0, ,0;, 是 线性 空间 了 中 的 两 个 零 元 素 .我 们 来 证 0 =0:. 考 虑 和 

0,+0.，. 
由 于 0, 是 零 元 素 ,所 以 0,+0;,=0,, 又 由 于 0, 也 是 零 元 素 ,所 以 
0 ,+0,=0,+0 =0 
于 是 
0, =0,+0,=0.. 

这 就 证 明了 零 元 素 的 唯一 性 .‖ 

2. 负 元 素 是 唯一 的 ， 

这 就 是 说 ,适合 条 件 w+B =0 的 元 素 是 被 元 素 ae 唯一 决定 的 . 

假设 we 有 两 个 负 元素 有 与 y， 

a+B=0， w+y=0. 


那么 
B=B+0=B+(a+y)=(B+a)+Y=0+7=7 | 
向 量 ae 的 负 元 素 记 为 -a 
利用 负 元 素 ,我 们 定义 减法 如 下 : 
a-B=a+(-B). 
3. 0a=0,10=0,(-1)aw=-a. 
我 们 先 来 证 0w= 0. 因 为 
a+0aw=1la+0aw=(1+0)aw= 1aw=. 
两 边 加 上 -ea 即 得 
0aw = 0. 
再 证 第 三 个 等 式 .我 们 有 
a+(-l1)a=la+(-l1)aw=(1-1)w=0a=(0. 
两 边 加 上 -ea 即 得 


165 


166 


| 第 六 章 线性 空间 


(-1)aw= 一 Ga 

A0=0 的 证 明 留 给 读者 去 完成 . 

4. 如 果 ja=0, 那 么 人 =0 或 者 Ge=10. 

假设 上 关 0, 于 是 一 方面 

(je)= 大 0=0. 
而 另 一 方面 
1 (ia)=( 人)a=la=aw. 

由 此 即 得 <=0.1 


8$3 维 数 ， 基 与 坐标 


定义 2 ” 设 了 是 数 域 P 上 的 一 个 线性 空间 ,ao (7r 人 1 是 站 中 一 组 
向 最, ,是 数 域 中 的 数 ,那么 向 量 


偿 = 有 Ge 十 大 Ga 十 … 士 Fa， 


称 为 向 量 组 @ ,az ,…,a, 的 一 个 线性 组 合 . 此 时 我 们 也 说 向 量 we 可 以 经 向 量 组 ai， 


机 ”和 


ie (1) 
及 Ba 〈2) 
人 和 册 交 天 遇 汪 由 全 帮手 丰 二 的 pa 


基 
站 


有 


定义 4 线性 宰 间 中 向 量 w vs， er 中 称 为 性 相关、 如果 在 数 起 中 有 

个 不 全 为 零 的 数 请, 天， 沁 ,全 
AIaGi tas+…+a =0. (3) 
如 果 向 量 w ,aa ,ae, 不 线性 相关 ,就 称 为 线性 无 关 . 换 名 话说 ,向 量 组 w, ， 5 本 


有 


称 为 线性 无 关 , 如 果 等 式 (3) 只 有 在 用 = 如 =… = 大 =0 时 才 成 立 . 

以 上 定义 是 大 家 过 去 已 经 熟悉 的 ,它们 是 逐 字 逐 句 地 重复 了 "元 数组 相应 概念 的 
定义 .不 仅 如 此 ,在 第 三 章 中 ,从 这 些 定义 出 发 对 无 数组 所 作 的 那些 论证 也 完全 可 以 
搬 到 数 域 忆 上 的 抽象 的 线性 空间 中 来 并 得 出 相同 的 结论 :我们 不 再 重复 这 些 论 证 ,只 
是 把 几 个 常用 的 结论 叙述 如 下 : 

1. 单个 向 量 we 是 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 =0. 两 个 以 上 的 向 量 w ,az,…，,a， 
线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 其 中 有 一 个 向 量 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 

2. 如 果 向 量 组 ai ,as ,… ,oa, 线性 无 关 , 而 且 可 以 经 B,B:,,…,B, 线性 表 出 ,那么 
这 》. 

由 此 推出 ,两 个 等 价 的 线性 无 关 的 向 量 组 ,必定 含有 相同 个 数 的 向 量 . 

3. 如 果 向 量 组 ae ,a: ,… ,Ga%, 线性 无 关 , 但 向 量 组 wa ,aa ,…,a,,B 线性 相关 ,那么 B 


3 维 数 ， 基 与 坐标 | 上 


可 以 经 we ,ea:,…,a, 线性 表 出 ,而且 表 法 是 唯一 的 . 

我 们 知道 ,对 于 几何 空间 中 的 向 量 ,线性 无 关 的 向 量 最 多 是 3 个 ,而 任意 4 个 向 量 
都 是 线性 相关 的 .对 于 半 元 数组 所 成 的 向 量 空间 ,有 并 个 线性 无 关 的 向 量 ,而 任意 n+1 
个 向 量 都 是 线性 相关 的 .在 一 个 线性 空间 中 ,究竟 最 多 能 有 几 个 线性 无 关 的 向 量 , 显 然 
是 线性 空间 的 一 个 重要 属性 .我 们 引入 

定 区 4 5 z 间 中 中 有 全 全 的 是 但 是 没有 和 


多 7 
Er 全 5 


按 可 这 不 证 训 。 | 几何 空间 中 向 量 所 成 的 线性 空间 是 三 维 的 径 元 数组 所 
成 的 空间 是 于 维 的 ;由 所 有 实 系 数 多 项 式 所 成 的 实 线性 空间 是 无 限 维 的 ,因为 对 于 任 
意 的 m ,都 有 半 个 线性 无 关 的 向 量 

] 

无 限 维 空间 是 一 个 专门 研究 的 对 象 , 它 与 有 限 维 室 间 有 上 比较 大 的 差别 .但 是 上 面 
提 到 的 线性 表 出 ` 线 性 相关 .线性 无 关 等 性 质 , 只 要 不 涉及 维 数 和 基 , 就 对 无 限 维 空间 
成 立 . 在 本 课程 中 ,我 们 主要 讨论 有 限 维 空间 . 

在 解析 几何 中 我 们 看 到 ,为 了 研究 向 量 的 性 质 , 引 入 坐标 是 一 个 重要 的 步骤 .对 于 
有 限 维 线性 空间 ,坐标 同样 是 一 个 有 力 的 工具 . 

六 6 在 ?人间 了 中 心 个 人 的 内角 ee 称 了 -和 
基 . 设 w 是 Y 中 任 一 向 量 , 于 是 sl ,ea ，…，B， ,线性 相关 ,因此 w 可 以 经 si,e 二 5 二 盆 
性 表 出 , 即 
琵 三 让 [ 要 1 机 CONEI 二 2 小 G 
其 中 系数 was ,va 是 被 向 量 上 和 基 si ,ss,…,e, 唯一 确定 的 ,这 组 数 就 称 为 在 
基 ss,…,e, 下 的 坐标 , 记 为 (ooa，… au) 

由 以 上 定义 看 来 ,在 给 出 空间 了 的 一 组 基 之 前 ,必须 先 确定 空间 了 的 维 数 .实际 
上 ,这 两 个 问题 常常 是 同时 解决 的 . 

定理 1 如 果 在 线性 空间 了 中 有 个 线性 无 关 的 向 量 al ,eva,, 且 中 任 一 


1 


总和 全 从 村 人, 环 人 了 基站 天 veran 就是 了 的 一 组 基 
证 明 既然 el,as ，…，,a 是 线性 无 关 的 ， 那么 y 的 维 数 至 少 是 . 为 了 证 明子 是 
维 的 ,只 需 证 了 中 任意 ， n+l 个 向 量 必定 线性 相关 . 设 
B BoBs 
是 了 中 任意 a+1 个 向 量 , 它 们 可 以 经 el ,wa, 线性 表 出 .假如 它们 线性 无 关 , 就 有 
n+1<n ,于 是 得 出 矛盾 .和 
下 面 我 们 来 看 几 个 例子 . 
例 1 在 线性 空间 PLx], 中 ， 
下 所 训 2 9 
是 友 个 线性 无 关 的 向 量 ,而 且 每 一 个 次 数 小 于 并 的 数 域 P 上 的 多 项 式 都 可 以 经 它们 线 
性 表 出 ,所 以 P[x*], 是 维 的 ,而 1,z,…,x* ”就 是 它 的 一 组 基 . 
在 这 组 基 下 ,多 项 式 ./(x*)= 生机 


Qn-i ) . 


1 
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如 果 在 了 中 取 另 外 一 组 基 
BE=1， BEI=X-Q， BE1=(X=Q) 


那么 按 泰 勒 展开 公式 
关 克 总 所 过 《oa) ho-1 
(二 -1 1 
因此 ,Kxz) 在 基 se' ,sg ,…,s' 下 的 坐标 是 


GO 


所 的 这 人 


例 2 在 半 维 空间 严 中 ,显然 
Ei=(1;0,…,0)， 
到 二 《01240)， 
司 , 三 (De 和 
是 一 组 基 . 对 每 一 个 向 量 =(oi ,oz,…,a,) ,都 有 
爸 三 CE 十 GE 十 "… 十 G 要,- 
所 以 (ol ,aa,) 就 是 向 量 w 在 这 组 基 下 的 坐标 ， 
不 难 证 明 ， 
5 =(1,1,…，,1)， 
5 二 人 (0.1 一 了 。 
2B6 三 (050sse5H 
是 忆 中 于 个 线性 无 关 的 向 量 .在 基 si ,si2…,8, 下 ,对 于 向 量 w=(aivaa av) ,有 
人 =QIEI++( 0 一 Qi) ET 十 (Q 一 Qi)E 
因此 ,ae 在 基 ef' ,se ,…,s' 下 的 坐标 为 
人 DT 
例 3 如 果 把 复数 域 看 作 是 自身 上 的 线性 空间 ,那么 它 是 一 维 的 , 数 1 就 是 一 组 
基 ; 如 果 看 作 是 实数 域 上 的 线性 空间 ,那么 就 是 二 维 的 , 数 1 与 1 就 是 一 组 基 . 这 个 例子 
告诉 我 们 , 维 数 是 和 所 考虑 的 数 域 有 关 的 . 
应 用 举例 ” 斐 波 那 契 数列 及 基 的 概念 的 应 用 . 
实数 序列 (A)= (如 ,As …) 满 足 io=A=1 且 
由 二 丰盛 公 2 (4) 
这 个 序列 称 为 斐 波 那 契 数列 , 它 是 由 各 ,如 及 递 推 关 系 (4) 所 决定 的 . 易 见 所 有 几 , 都 是 
正 整 数 .能 和 否 找到 一 个 统一 的 表达 式 来 计算 所 有 的 六 呢 ? 
下 面 我 们 用 线性 空间 和 基 为 工具 来 解决 它 ,以 后 我 们 在 第 七 章 $5 末尾 利用 乍 阵 
的 对 角 化 的 工具 给 出 这 问题 的 另 一 种 解法 . 
我 们 将 所 有 满足 递 推 关系 (4) 的 序列 的 集合 记 作 T(R). 两 个 序列 ( 太 )， CA) 
ETY(R),ER, 令 /= + = 扩 (=0,1,2 0). (1)，() 仍 满足 关系 (4) , 即 
(5) ,CA) ETFCR), 记 (20)=()+() 称 为 (六 ) 与 (及 ) 的 和 .又 记 ( 太 )= 大 ( 太 ) , 称 


SA3 维 数 。 基 与 坐标 外 


为 ( 必 ) 的 下 倍 .这 就 在 YCR) 中 定义 了 加 法 和 数量 乘法 .和 有 限 维 向量 空 间 户 一 样 ， 
F(R) 构 成 实数 域 R 上 线性 空间 .虽然 它 的 元 素 是 无 限 序 列 , 但 下 面 可 证 它 是 R 上 二 维 
室 间 .首先 对 (如 ) ，( 司 )E 纪 及) 有 ，( 友 )=( 入) 即 厌 = 多 =0,1, 2 ) 当 且 仅 当 ji= 
/0 =j ,这 是 由 于 (4) , 若 如 =hpo=Ai 则 所 有 凡 = 知 (=0,1,2,…). 

其 次 在 有 中 选任 一 基 ( 有 ,上 ) 及 (各 , 生 ) ,它们 用 递 推 公式 (4) 决 定 了 两 个 序列 
( 奈 ) (及 ) EXR). 由 于 (略语 ) 与 (50 无 关 , 故 (让 ) 0) 无关. 任 一 (加 ) ER)， 
因 (jo ,入 ) 与 (8, 难 ) 是 及 的 基 , 必 有 ao,ei， 使 (如 ,和 )= ao( 和 大)+ei (OA ) .由 
ao( 久 )+al( 久 ) ECR), 它 的 第 1,2 个 元 素 正 是 各,j,( 训 ) 也 是 Y(R) 中 元 素 , 它 和 
ao() +ai(i) 的 最 前 两 个 元 素 相等 , 故 ( 尼 )= on( 司 )+a( 信 ) :这 就 证 明 ( 必 )，( 访 ) 是 
F(R) 的 基 , 故 KR) 是 二 维 空间 . 

下 面 我 们 设法 找 出 所 R) 的 一 组 具体 的 基 . 我 们 试 着 从 等 比 数列 中 来 寻找 , 即 试 找 
非 零 9eR, 令 =4 ,使 

太志 用 ，[ 寺 儿 二 而 受 包 


它 即 为 
4 =9qg + ， nm>2 
它 成 立 当 且 仅 当 
太 -0q-1=0. 
此 方程 有 两 个 解 


1+V5 _1-V5 
区 


多 二 
得 到 抱 R) 中 的 两 个 序列 (0 ) (2)( 由 人 = + (人 ) ER),=1,2). 又 
cc 人 (2 = 人 
是 有 R: 的 基 , 故 (1) 和 (人 好) 是 TCR) 的 基 . 
现在 可 以 求 出 辈 波 那 契 数列 (六 ) 中 每 个 凡 了 . 令 


1=j,=Gl。1+a 1， 


1+\/ 5 1 一 /5 
1= 帮 = 5 LV5 
史 2 
解 出 它 , 得 
_ILHV5 _-1+V5 
六 


于 是 刀 , 的 一 般 公 式 是 儿 , =w9gi+azg， 即 
汪汪 训 洒 人 9 
5 怪人 矶 2 

由 此 例 可 看 出 线性 空间 的 基 在 解决 某 些 问题 中 的 作用 
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$4 基 变 换 与 坐标 变换 


在 却 维 线性 空间 中 ,任意 元 个 线性 无 关 的 向 量 都 可 以 取 作 空间 的 基 . 对 不 同 的 基 ， 
同一 个 向 量 的 坐标 一 般 是 不 同 的 .$3 的 例子 已 经 说 明了 这 一 点 .现在 我 们 来 看 , 随 着 
基 的 改变 ,向 量 的 坐标 是 怎样 变化 的 ， 

设 si ,si ,2 与 sis 2) 是 革 维 线性 空间 了 中 两 组 基 ,它们 的 关系 是 

E, = 人 IE 二 alE2 十 十 CE) 


E2 三 CiEiI+QazE2 二 十 Qi2En， 


(1) 
5 = Qin 可 十 人 an 司 2 十 十 CanEn。 
设 向 量 专 在 这 两 组 基 下 的 坐标 分 别 是 (xyxa，…x) 与 (zx ， 即 
过 三 YE1 十 NE 十 "十 郊区 一 兄 1 柜 | 十 症 和 20 十 十 (2) 


现在 的 问题 就 是 找 出 (za ) 与 (xx) 的 关系 . 
首先 我 们 指出 ,(1) 中 各 式 的 系数 
《可 
实际 上 就 是 第 二 组 基 向 量 ge CO=1,2,…,z) 在 第 一 组 基 se,s，…,e, 下 的 坐标 ,向量 si ， 
2 924 的 线性 无 关 性 就 保证 了 (1) 中 系数 矩阵 的 行列 式 不 为 零 ( 试 直接 验证 ). 换 句 
话说 ,这 个 矩阵 是 可 逆 的 . 
为 了 写 起 来 方便 ,我 们 引入 一 种 形式 的 写法 .把 向 量 


去 三 4 EI 十 %2E2 十 "十 和 瑟 ， 
写成 
光 j 
#=(ee 和 ve) |， (3) 
多 


也 就 是 把 基 写 成 一 个 1x 矩阵 ,把 向 量 的 坐标 写成 一 个 ax1 和 矩阵 ,而 把 向 量 看 作 是 这 

两 个 矩阵 的 乘积 .我 们 所 以 说 这 种 写法 是 "形式 的 ” ,在 于 这 里 是 以 向 量 作为 矩阵 的 元 

素 ,一 般 说 来 没有 意义 .不 过 在 这 个 特殊 的 情况 下 ,这 种 约定 的 用 法 是 不 会 出 毛病 的 ， 
相仿 地 ,(1) 可 以 写成 


QT Qi Ci 
而 人 
(BE0J= (BE ，| : 《4 
Cl CQC72 人 


和 矩阵 


8$4 ， 基 变 换 与 坐标 变换 | 中 


称 为 由 基 si ,es,，…,E, 到 si ,sg',…,s' 的 过 渡 和 矩阵 , 它 是 可 首 的 . 

在 利用 形式 写法 来 作 计算 之 前 ,我 们 首先 指出 这 种 写法 所 具有 的 一 些 运 算 规律 . 

设 a ,aaa 和 有 B ,6 ,DB, 是 了 中 两 个 向 量 组 ,4=(o),B=(o) 是 两 个 mx 
和 抢 阵 ,那么 

(aa aa)4) 有 =(ala ,ae )(4) ， 
(aa 4A+ala ma)B=(alaa，…a)(4+ 且 ) ， 
(ai 本 2)4+0B BA=(etpaotB HB )4A. 

这 些 等 式 的 验证 是 非常 容易 的 ,我 们 把 它 留 给 读者 . 

现在 回 到 本 节 所 要 解决 的 问题 上 来 .由 (2) 有 


31 
区》 
志 =(21322， 21 ) 
We 
用 (4) 代 入 ,得 
Ci 了 ia Qi 姑 
记 5i 二 5 Q 罗 
二 并 区 人 325 本 
-1 询 二 5 人 
与 (3) 比较 ,由 基 向 量 的 线性 无 关 性 ,得 
贡 ， 信奉 于 和 寺 全 Y 吉 | 
世 aa aa an | za 
| 本 | (5) 
在 亿 区 
或 者 
人 不 远 本 wo 学 多 
X Ga Gaz ”” Q@am 2 
| 二 唔 机 | | 李 |， (6) 
区 公 吉 证 es 大 外 
(5) 与 (6) 给 出 了 在 基 变 换 (4) 下 ,向 量 的 坐标 变换 公式 . 
例 在 8$3 例 2 中 ,我 们 有 
] 0 0 
] ] 0 
《本 1 委 0 和 二 人 到 “ 而 
1 ] ] 
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这 里 
1 0 0 
认 了 0 
4= 
和 忆 1 
就 是 过 渡 和 矩阵. 不 难得 出 
1 0 0 0 
-1 iag 0 
4-=| 0 -1 1 0 
站 : 帮 而 1 
因此 
1 0 0 0 
区 1 Xi 
=1 1 0 0 
X2 区 2 
“| 中 永 ‖| 
2 0 0 0 1 八 %， 
也 就 是 
于 人 用 ;二 大 | 一 天 1 ， 上 三 


与 $3 所 得 出 的 结果 是 一 致 的 . 


8$85 线性 子 空 间 


在 通常 的 三 维 几何 空间 中 ,考虑 一 个 通过 原点 的 平面 .不 难看 出 ,这 个 平面 上 的 所 
有 向 量 对 于 加 法 和 数量 乘法 组 成 一 个 二 维 的 线性 空间 .这 就 是 说 , 它 一 方面 是 三 维 几 
何 空间 的 一 个 部 分 ,同时 它 对 于 原来 的 运算 也 构成 一 个 线性 空间 . 

本 数 域 忆 上 线性 空间 屿 5 人 本 的 相交 


外， 


下 面 我 们 来 分 析 -- 再 洒 和 相 和 

设 丈 是 了 的 子 集合 .因为 了 是 线性 空间 ,所 以 对 于 原 有 的 运算 ,路 中 的 向 量 满足 线 
性 空间 定义 中 的 规则 1) ,2) ,5) ,6) ,7) ,8) 是 显然 的 .为 了 使 不 自身 构成 一 线性 空间 ， 
主要 的 条 件 是 要 求 不对 于 了 中 原 有 运算 具有 封闭 性 ,以 及 规则 3 ) 与 4) 成 立 .现在 把 这 
些 条 件 列 在 下 面 : 

1. 如 果 到 中 包含 向 量 a ,那么 下 就 一 定 同时 包含 域 尸 中 的 数 人 与 ae 的 数量 乘 
积 ke. 

2. 如 果 四 中 包含 向 量 e 与 B ,那么 丈 就 同时 包含 w 与 B 的 和 a+B. 

3. 0 在 下 中 ， 


8$5 线性 子 空间 川 量 


4. 如 果 下 中 包含 向 量 e, 那 么 -~a 也 在 黎 中 . 

不 难看 出 3,4 两 个 条 件 是 多 余 的 ,它们 已 经 包含 在 条 件 1 中 作为 上 E=0 与 -1 这 两 
个 特殊 情形 .因此 ,我 们 得 到 

定理 2 如 是 各 全 宣 同 克 对 于 了 的 两 种 运算 是 封闭 的 ,也 就 是 满 


二 “用 一 半 PT 


人 


既然 线性 子 空 间 本 身 也 是 不 纺 柱 家 间 : 上 面 我 们 引入 的 梳 念 ,如 维 数 . 基 、 坐 标 
等 ,当然 也 可 以 应 用 到 线性 子 空间 上 .因为 在 线性 子 空间 中 不 可 能 比 在 整个 空间 中 有 
更 多 数目 的 线性 无 关 的 向 量 .所 以 ,任何 一 个 线性 子 空间 的 维 数 不 能 超过 整个 空间 的 


维 数 ， 

下 面 来 看 几 个 例子 . 

例 1 在 线性 空间 中 ,由 单个 的 零 向 量 所 组 成 的 子 集合 是 一 个 线性 子 空间 , 它 叫 做 
零 子 空间 . 


例 2 线性 空间 了 本 身 也 是 了 的 一 个 子 空 间 . 
在 线性 空间 中 , 零 子 空间 和 线性 空间 本 身 这 两 个 子 空间 有 时 候 叫 做 平凡 子 空间 ， 
而 其 他 的 线性 子 空间 叫做 非 平 凡 子 空 间 . 
例 3 在 全 体 实 函数 组 成 的 空间 中 ,所 有 的 实 系数 多 项 式 组 成 一 个 子 空间 . 
例 4 P[xj, 是 线性 空间 P[xj] 的 子 空间 . 
例 5 在 线性 空间 忆 中 , 齐 次 线性 方程 组 
蕊 放生 1 而 及 1 刘 9 十 > 二 全 (0， 
页 [ 珊 让 可 训 Ws 生 se 和 0 和 三 作 5 
本 ,jj 其 不 站 短 二 5 二 可 天 ,一作 
的 全 部 解 癌 量 组 成 一 个 子 空间 ,这 个 子 空间 叫做 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 .不 难看 出 ， 
解 空 间 的 基 就 是 方程 组 的 基础 解 系 , 它 的 维 数 等 于 nr, 其 中 7 为 系数 矩阵 的 秩 . 
设 wa ,as ,…,a, 是 线性 空间 子 中 一 组 向 量 ,不 难看 出 ,这 组 向 量 所 有 可 能 的 线性 
组 合 
大 本 届 后 本 5 生 关 届 人 ， 
所 成 的 集合 是 非 空 的 ,而 且 对 两 种 运算 封闭 ,因而 是 了 的 一 个 子 空间 ,这 个 子 空间 叫做 
由 ai ,ai,，…,a, 生成 的 子 空间 , 记 为 
La 人)， 
由 子 空 间 的 定义 可 知 , 如 果 上 站 的 一 个 子 空间 包含 向 量 al ,as ,…,a, ,那么 就 一 定 包 含 它 
们 所 有 的 线性 组 合 ,也 就 是 说 ,一 定 包 含 L(a ,as,…，,a,) 作 为 子 空间 . 
在 有 限 维 线性 空间 中 ,任何 一 个 子 空间 都 可 以 这 样 得 到 .事实 上 , 设 到 是 了 的 一 个 
子 空间 ,四 当然 也 是 有 限 维 的 . 设 wa:,…,a, 是 下 的 一 组 基 ,就 有 
歼 =Z(Cai as ，… ,Ga ). 


关于 子 空间 我 们 有 以 下 常用 的 结 
全 理 3 1) 机 个 有 组 生 下 于 字 介 的 分 本 条 人 个 用 和， 
2 Ra ai ， “ay 的 秩 . 


闪 有 


证 了 明 【 设 CE ya 2 ,及 : 二 区 和 机 二 组 . 如 果 
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La Ge)=Z(B,B…,B)， 

那么 每 个 向 量 w(z= 1,2,…,) 作 为 0 
线性 表 出 ; | 2,.…) 作 为 Zala ya) 中 的 向 量 也 都 可 以 经 
aa ,ae, 线性 表 出 ,因而 这 两 个 向 量 组 等 价 . 

如 果 这 两 个 向 量 组 等 价 ,那么 凡是 可 以 经 ae ,ea ,…,aw, 线性 表 出 的 向 量 都 可 以 经 
Ba 线性 表 出 , 反 过 来 也 一 样 ,因而 上 (al ,as ,……,a,)= 7 

2) 设 向 量 组 al ,as ,…，,a, 的 秩 是 ,而 al ,as ,… 二 六 是 世 酌 一 一 个 极 大 线性 无 
关 组 .因为 &l aa ve: 与 eye ya 等 价 , 所 以 Zaiyas 人)= 大 (aiyes…， 
wa,). 由 定理 1,a wa ,aa, 就 是 CCalas ya) 的 一 组 基 , 因 而 Laiya，…a:) 的 维 
数 就 是 家 

定理 4 设 四 是 数 域 尺 上 并 维 线性 空间 了 的 一 个 严 维 子 空 间 ,a ,aa，…:a 是 下 


着 


的 -组 甘于 么 这 组 向 量 必 定 可 扩 达 为 个 字 间 的 革 也 对 必 说 ,在 了 中 必定 可 以 报 
ni 个 向 量 avas sse 全 得 wa ve 是 了 的 一 组 基 

证 明 对 维 数 差 &- 站 作 归 纳 法 , 当 m- 下 =0, 定 理 显然 成 立 , 因 为 ai,aa ,an 已 
经 是 了 的 基 . 现 在 假定 "- 产 = 时 定理 成 立 ,我 们 考虑 nm=4+1 的 情形 . 

既然 al ,as ,… ,ay 还 不 是 了 的 一 组 基 , 它 又 是 线性 无 关 的 ,那么 在 了 中 必定 有 一 
个 向 量 w ,不 能 经 w ,as ,……,aw 线性 表 出 ,把 we 添加 进去 el ,aa ,aa 必定 是 
线性 无 关 的 (参看 $3 中 的 第 三 个 结论 ). 由 定理 3, 子 空间 L(al ,az ，…，,av,ani) 是 
m+l 维 的 .因为 上- (m+rl)= (=-m)-1l1=A+l-1=A 由 归纳 法 假设 ， 
Laiai aa) 的 基 ai,a ,aa 可 以 扩充 为 整个 空间 的 基 . 

根据 归纳 法 原理 ,定理 得 证 .| 


8$6 了 于 空 间 的 交 与 和 


在 这 一 节 ,我 们 来 介绍 子 空间 的 两 种 运算 一 一 交 与 和 . 

定理 5 如 果 员 ,六 是 线性 宣 间 的 两 个 子 室 间 ,那么 它们 的 交 抽 太 也 是 了 的 
子 空间 . 

证 明 首先 ,由 0e 久 ,0E 记 ,可 知 0s 甩 太 , 因 而 凤 阁 太 是 非 空 的 .其 次 ,如 果 
a;BeJn 玉 , 即 aBe 岂 而 且 a, Bes 太 ,那么 etBeJa+Bes 天 ,因此 a+Bes 内 站 大. 
对 数量 乘积 可 以 同样 地 证 明 .所 以 友 站 到 是 了 的 子 空间 , | 

由 集合 的 交 的 定义 可 以 看 出 , 子 空 间 的 交 适 合 下 列 运算 规律 : 

交换 律 :内 站 到 = 友 Wi 

结合 律 六 友 站 仍 》 帮 人 态 研 多 六 人 了 历 》 
由 结合 律 ,我 们 可 以 定义 多 个 子 空间 的 交 


太太 史 站 mV= 站 ， 
它 也 是 子 空间 . 


$6 子 空 间 的 交 与 和 [十 重 


定义 8 设 刀 ,到 是 线性 空间 了 的 子 空间 ,所 谓 页 与 太 的 和 ,是 指 由 所 有 能 表示 


一 


成 w+as ,而 ai E 记 ,aae 六 的 向 量 组 成 的 子 集合 , 记 作 太 十 凡 ， 


定理 6 如 果 册 ,只 是 Y 的 子 空 间 ,那么 它们 的 和 态 + 友 也 是 了 的 子 室 间 . 
证 明 首先 ,只 + 也 显然 是 非 空 的 .其 次 ,如 果 ae,B es 态 + 记 , 即 
waw=al+a， aliEaseE 记 ， 
B=B+B:，pBeEn,p:esm. 
那么 
a+B=(ai+B,)+(a+B，). 
又 因 册 ,到 是 子 空间 , 故 有 
ai+BiE 三 ， w+B， E 广 . 
因此 
at+B ET+ 记 . 
同样 ， 
ALa=Aai+Aas E 太 +T. 
所 以 , 岂 + 咏 是 的 子 空间 . | 
由 定义 不 难看 出 , 子 空间 的 和 适合 下 列 运算 规律 ; 
交换 律 :内 + 态 = 态 + 用 
结合 律 :( + 队 )+ 了 三 J+( 防 + 及 )， 
由 结合 律 ,我 们 可 以 定义 多 个 子 空间 的 和 


风土 仿 二 二 区 = 全 . 
它 是 由 所 有 表示 成 


C++ e+， CiEE 了 1=1,2，8 
的 向 量 组 成 的 子 空间 ， 
下 关于 子 空间 的 交 与 和 有 以 下 结论 : 
1. 设 太 , 咏 ,到 都 是 子 空间 ,那么 由 再 C 包 与 在 CP 太 可 推出 及 C 太 站 态 ; 而 由 开 
册 与 多 情态 可 推出 丈 刁 蕊 + 访 ， 
2. 对 于 子 空 间 几 与 户 , 以 下 三 个 论断 是 等 价 的 : 
1) 内 EC 也 ; 
2) 太 和 态 = 卫 ; 
3) 风 二 凡 = 亿 ， 
些 结论 的 证 明 留 给 读者 . 
下 面 来 看 几 个 例子 . 
例 1 在 三 维 几何 空间 中 ,用 包 表示 一 条 通过 原点 的 直线 , 态 表示 一 张 通过 原点 
而 且 与 态 垂直 的 平面 ,那么 , 包 与 到 的 交 是 101 ,而 只 与 态 的 和 是 整个 空间 . 
例 2 在 线性 空间 忆 中 ,用 包 与 咏 分 别 表示 齐 次 方程 组 
互让 范 [ 二 砚 ja 克 2 二 "和 苹 | 才 二 人， 


可 31 区 1 十 Ga23 兴 2 十 "十 下 2 区 = ， 


人 iT 站 Co 出 |G 7 二 从 
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及 ， 品 1 生 旧 2 序 7 寺 -三 0， 
pzi+Doxs+…+Ox =0， 


1 十 = 人 0 


的 解 空间 ,那么 所 中 态 就 是 齐 次 方程 组 


GN3XI+Qiata+ Ta 三 0， 


剑 , 训 1 十 本 2 区 7 十 "十 人 区， =0， 
太 元 [ 寺 丽 az 灿 = 二 0 
bi 二 axat+t 二 + x =0 
的 解 空间 ， 
例 3 在 一 个 线性 空间 站 中 ,我 们 有 
Lala ae)+LBBB)=L(a ma,B ,DB). 
hr 有 以 下 的 定理 . 
定理 7( 维 数 公式 ) 如 果 册 ,J 是 线性 空间 的 两 个 子 室 间 ,那么 
维 ( 区)+ 维 ( 克 )= 维 ( 多 + 友 )+ 维 ( 岂 站 友 ). 
证 明 设 页, 态 的 维 数 分 别 是 责 ,m ,nm 咏 的 维 数 是 到 取 太 站 六 的 一 组 基 
证 [本 
如 果 普 =0, 这 个 基 是 空 集 , 下面 的 讨论 中 ai ,as ,…,aw 不 出 现 ,但 讨论 同样 能 进 
行 . 由 定理 4, 它 可 以 扩充 成 册 的 一 组 基 
Cs aa 
也 可 以 扩充 成 访 的 一 组 基 
人 


我 们 来 证 明 ,向 量 组 


0 (1) 
是 页 + 及 的 一 组 基 . 这 样 方 + 及 的 维 数 就 等 于 恪 +m-m, 因 而 维 数 公 式 成 立 . 
因为 
的 
所 以 


太 + 陆 三 Da ya) 
现在 来 证 明 向 量 组 (1) 是 线性 无 关 的 .假设 有 等 式 
语 Ti 十 十 大 Cn 4 县 1 和 Dr 二 人 5 
丛 
三 吉 司 名 于 5 二 放出 pi 各 sn 网 二 人 mn 台 
由 第 一 个 等 式 ,ae 人 第 二 个 等 式 看 出 ,ae 及 . 于 是 , 空 E 册 nm 太 , 即 可 以 经 mi， 
aa 线性 表 出 . 令 we=lial+la +…+La , 则 
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$7 子 空间 的 直 和 | 下 


而 大 市 5 证 肌 总 示人 下 2 
半 于 加 7 线性 雹 关 ) 竹 用 与 汶 三 四 二 全 三 二 二 和 ， 因而 wc=0. 从 
而 有 
玫 十 习 十 用 二 所 启 二 于 二 5 = 
由 于 ww av;B，…,B,m 线 性 无 关 , 又 得 
熙 三 三 肌 = 所 二 ou 二 人 ， 
这 就 证 明了 an Bi,B yyon 线 性 无 关 , 因 而 它 是 广 + 态 的 一 组 基 ， 
故 维 数 公式 成 立 . 
从 维 数 公式 可 以 看 到 ,和 的 维 数 往往 要 比 维 数 的 和 来 得 小 .例如 ,在 三 维 几 何 空 间 
中 ,两 张 通过 原点 的 不 同 的 平面 之 和 是 整个 三 维 空间 ,而 其 维 数 之 和 却 等 于 4. 由 此 说 
明 这 两 张 平面 的 交 是 一 维 的 直线 . 
一 般 地 ,我们 有 
推论 “如果 ， 维 线性 室 间 了 中 两 个 子 认 间 ms 的 维 数 之 和 大 于 ,那么 


证 明 由 作 设 ” 
维 ( 人 及 +P)+ 维 ( 员 门 太 )= 维 ()+ 维 ( 矿 ) > 
但 因 态 + 态 是 站 的 子 室 间 而 有 
维 ( + 全 ) 过 了 
所 以 
维 (P 门 友 )>0. 
这 就 是 说 ,mn 咏 中 含有 非 零 向 量 . ‖ 


$7 了 于 空间 的 直 和 


子 室 问 的 直 和 怎 了 全 s 间 的 和 的 一 个 重要 的 特殊 情形 . 
定义 9 设 几 , 太 是 线性 室 间 了 的 子 室 间 ,如 果 和 态 + 友 中 每 个 向 量 e 的 分 解 式 
G=Gi 十 Ga， 妆 | 霹 攻克 二 区， 
是 唯一 的 ,这 个 和 就 称 为 直 和 , 记 为 册 田 态 ， 


在 $6 的 例 1 中 子 空间 的 和 就 是 直 和 . 
定理 8 和 包 + 态 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 等 式 


和 


病征” 避 注 人 让 


证明 证 本 风 估 作 守 慰 上 二 品 ,可 疝 经 的 必 如 下 是 旋 一 疝 , 因 而 这 不厌 称 芭 斌 必 
必要 的 .下 面 来 证 这 个 条 件 的 充分 性 . 
设 weEP+ 岂 , 它 有 两 个 分 解 式 
GaG=awl+a=B+B，aBiE 太 5=1,2. 
于 是 


下 7 这 
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(ai-B)+(a-B:)= 0. 
其 中 必 -BiesVGi=1,2). 由 定理 的 条 件 , 应 有 
ai-B,=0， ai=B,，L=1，,2. 
这 就 是 说 ,向 量 ae 的 分 解 式 是 唯一 的 .] 
和 
证 明 先 证 条 件 的 充分 性 .假设 有 等 g 式 
ai+a=0，wieE 岂 ，I=1,2， 
那么 
@[ 三 一 0 三 全 门 队 ， 
由 假设 
ai =a:=(0. 
这 就 证 明了 刀 + 态 是 直 和 . 
再 证 必要 性 . 任 取向 量 ae 太 站 记 , 于 是 零 向 量 可 以 表 成 


0=a+(-a) ， 伺 王 凡 , =-CE 人 凡 . 
因为 是 直 和 ,所 以 we=-aw=0. 这 就 证 明了 
到 帮 人 帮 =101 
定理 9 设 内 , 访 是 了 的 子 室 间 , 令 不 = 岂 + 太 , 则 
四 = 所 四 记 
的 充分 必要 条 件 为 
维 ( 罗 )= 维 (P )+ 维 (六 ). (1) 
证 明 ”因为 
维 ( 币 )+ 维 (让 P)= 维 (所 )+ 维 (有 到)， (2) 


而 由 前 面 定理 8 的 推论 知 所 + 态 为 直 和 的 充 要 条 件 是 所 站 态 =10| ,这 是 与 维 ( 久 站 
J)=0 等 价 的 ,也 就 与 维 ( 丈 )= 维 ( 册 )+ 维 (万 ) 等 价 . 这 就 证 明了 定理 . ‖ 
定理 10 设 坟 是 线性 空间 了 的 一 个 子 空间 ,那么 一 定 存 在 一 个 子 空间 四 ,使 = 


人 


0 图 取 
证 明 取 尽 的 一 组 基 ai ,a:,…,a 把 它 扩 充 为 了 了 的 一 组 基 ami ,av ,ai …， 
尼 , 令 
到 = 到 (ay G，)， 
开 即 满足 要 求 .‖ 


子 空间 的 直 和 的 概念 可 以 推广 到 多 个 子 空间 的 情形 , 
定义 10 设 岂 , 态 ,…, 太 都 是 线性 空间 『 的 子 空间 .如 果 和 太 + 友 +…+ 扩 中 每 个 
向 量 “的 分 解 式 
了 CEP，1=1,2,…，,5 
eeA 样 ， 我 们 有 
定理 11 多, 户 ，…, 帮 是 了 的 一 些 子 空 间 , 下 面 这 些 条 件 是 等 价 的 : 


训 ”| 请 “ 令 ”从 ”二 | “入 | “ 本 信箱 


8$8 线性 空间 的 同 构 | 和 


号 


D) w= 交 凡是 直 和 


1 三 ] 


2) 零 向 量 的 表 法 唯一 ; 


3 取 站 >》 = 10| ， =1.2，s; 
Ji 


4) 维 (W)=> 维 (7)， 


=1 


这 个 定理 的 证 明和 *= 2 的 情形 基本 一 样 , 这 里 就 不 再 重复 了 . 1 
8$8 线性 空间 的 同 构 


设 sl ,si, ,2, 是 线性 空间 了 的 一 组 基 ,在 这 组 基 下 ,『 中 每 个 向 量 都 有 确定 的 坐 
标 ,而 向 量 的 坐标 可 以 看 成 忆 的 元 素 . 因 此 ,向 量 与 它 的 坐标 之 间 的 对 应 实质 上 就 是 了 
到 户 的 一 个 映射 .显然 ,这 个 映射 是 单 射 与 满 射 , 换 句 话说 ,坐标 给 出 了 线性 空间 了 与 
忆 的 一 个 双 射 .这 个 对 应 的 重要 性 表现 在 它 与 运算 的 关系 上 . 设 
G=QiEi+aET+T…+CE，， DB=DEI+O5E 十 … 十 六 BE， 
即 向 量 we,B 的 坐标 分 别 是 (ai ,as ma) (及 ,5 , 玉 ) ,那么 
af+B=(awi+bi)EBI+(a+b ) ET…+(C+D)E， 
ja = aiEI+aaE 十 … 十 Fa E， 
于 是 向 量 w+B ,ha 的 坐标 分 别 是 
Ga +B Co 二 bs 十 访 CR 
(CEai pa Ga， el 届 ;在 着 
以 上 的 式 子 说 明 在 向 量 用 坐标 表示 之 ,它们 的 运 去 算 就 可 以 归结 为 它们 坐标 的 运 
算 .因而 线性 空间 了 的 讨论 也 就 可 以 归 乡 2 的 讨论 .为 了 确切 地 说 明 这 一 点 , 先 引 人 
下 列 定 义 ， 
定义 11 数 域 己 上 两 个 线性 宣 间 Y 与 称 为 同 构 的 ,如 果 直 了 到 咱 有 一 个 双 射 
,具有 以 下 性 质 ， 
1) or(a+B)=oa)+c(B); 
2) olka)=Ahr(a)， 
其 中 尾 ,B 是 了 中 任意 向 量 尖 是 忆 中 任意 数 . 这 样 的 映射 e 称 为 同 构 上 映射 . 


“二 “ie TO “ 刘 潭 “页 着 下 二 


前 面 的 讨论 说 明 在 = 维 线性 空间 Y 中 取 定 一 组 基 后 ,向 量 与 它 的 坐标 之 间 的 对 应 


就 是 了 到 记 的 一 个 同 构 映射. 因而 , 数 域 P 上 任 一 个 上 维 线性 空间 都 与 P" 同 构 
由 定义 可 以 看 出 , 同 构 映 射 r 具有 下 列 基 本 性 质 : 
1]. rr(0)=0,c(-aw)=-ola). 
在 定义 11 的 2) 中 分 别 取 =0,-1 即 得 .| 
2. OCRiai+has+…+a)=AGCal)+ioras)+ +rOa). 


这 是 1) 与 2) 结 合 的 结果 .1 


各 


3. 丰 中 向 量 组 w ,as,…，,a' 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 ,它们 的 像 r(ai )， 
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cga),…00ai) 线 性 相关 ， 
因为 由 
大 ai+Aas+…+a =0 
可 得 
rCai)+iorlga)+…+ora )=0. 
反 过 来 ,由 
ArCai)+Ar(as)+ trla)=0 
CCAai+iaees +… 和 + )= 0. 
因为 rr 是 1 一 1 的 ,只 有 ce(0)=0, 所 以 
Aiai+as+…+a =0. 
因为 维 数 就 是 空间 中 线性 无 关 回 量 的 最 大 个 数 , 所 以 由 同 构 映 射 的 性 质 可 以 推 
知 , 同 构 的 线性 空间 有 相同 的 维 数 . 


人 


中 如 果 兄 是 了 的 一 个 线性 子 空间 ， 那么 , 几 在 玉 下 的 像 集合 
cl(P)=1lc(a) 1 了] 

是 rr(CP) 的 子 空 间 ， 并 且 所 与 of ) 维 数 相同 ， 

5 同村 和 的 间 隐 则 应 及 机 个 格 叶 的 科 积 还 是 同和 呈 和 

设 e 是 线性 空间 了 到 包 的 同 构 有 映射, 显然 逆 映 射 r ”是 屎 到 地 的 一 个 双 射 .我 们 来 
证 e ”还 适合 定义 11 的 条 件 1) ,2)， 

令 w',B' 是 六 中 任意 两 个 向 量 ,于 是 

ao (ae'+B')=aw+pB=oo (aea) +or (8B) 


=olo (a') + (0(B7))， 


两 边 用 ce ”作用 , 即 得 
o (ea'48')=o (ea')+ (0B')， 
条 件 2) 可 以 同样 地 证 明 . 
再 设 re 条 分 别 是 线性 室 间 了 到 六 和 忆 到 色 的 同 构 映 射 ,我 们 来 证 乘积 rc 是 了 
到 久 的 一 个 同 构 映 射 . 
显然 ,ro 是 单 射 与 满 射 .由 
TO(a+B)=Tr(Cola)+oB))=7o(a)+ToCB)， 
Tolka)=T(Ckira))=Are(aw) 
看 出 ,rc 还 适合 定义 11 的 条 件 1) ,2) ,因而 是 同 构 映 射 . 
因为 任 一 线性 空间 了 到 自身 的 恒 等 映 射 显 然 是 一 同 构 映 射 , 所 以 性 质 5 表明 , 同 
构 作 为 线性 空间 之 间 的 一 种 关系 ,具有 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 . 
既然 数 域 P 上 任意 一 个 对 维 线性 空间 都 与 忆 同 构 , 由 同 构 的 对 称 性 与 传递 性 即 
得 , 数 域 上 任意 两 个 维 线性 空间 都 同 构 
综 上 所 述 ,我 们 有 
定理 12 数 域 忆 上 两 个 有 限 维 线性 室 间 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 维 
数 . 1 
在 线性 空间 的 抽象 讨论 中 ,我 们 并 没有 考虑 线性 空间 的 元 素 是 什么 ,也 没有 考虑 


点 看 来 , 同 构 的 线性 空间 是 可 以 不 加 区 别 的 . 因 之 ,定理 12 说 明了 , 维 数 是 有 限 维 线性 
空间 的 唯一 的 本 质 特征 . 

特别 地 ,每 一 个 数 域 P 上 叶 维 线性 空间 都 与 冯 元 数组 所 成 的 空间 己 同 构 ,而 同 构 
的 空间 有 相同 的 性 质 . 由 此 可 知 ,我 们 以 前 所 得 到 的 关于 半 元 数组 的 一 些 结论 ,在 一 般 
的 线性 空间 中 也 是 成 立 的 ,而 不 必要 一 一 重新 证 明 . 


习 题 


1. 设 MCWNW, 证 明 : 
MnN=MWH，MUN=AN， 
2. 证 明 : 
MnCNWULI=(CMNMnNUCNnL)， 
MUCNXnL)=(MUN)ImCNMUZE)， 
3. 检验 下 列 集合 对 于 所 指 的 线性 运算 是 否 构成 实数 域 上 的 线性 空间 : 
1) 次 数 等 于 ne1) 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 , 对 于 多 项 式 的 加 法 和 数量 乘法 ; 
2) 设 4 是 一 个 wx 实 和 矩阵 ,4 的 实 系数 多 项 式 几 4) 的 全 体 , 对 于 矩阵 的 加 法 和 数量 乘法 ; 
3) 全 体 半 阶 实 对 称 ( 反 称 , 上 三 角形 ) 和 矩阵 ,对 于 矩阵 的 加 法 和 数量 乘法 ; 
4) 平面 上 不 平行 于 某 一 向 量 的 全 部 向 量 所 成 的 集合 ,对 于 向 量 的 加 法 和 数量 乘法 ; 
5) 全 体 实 数 的 二 元 数列 ,对 于 如 下 定义 的 运算 中 ， 
(ay 四 (cp)= (ai+ay yb 二 b+Cidy) ， 
上 (WEI) 5 
2 j 


Qi 


扩 (os00=(a 有 信 
6) 平面 上 爹 体 向 量 , 对 于 通常 的 加 法 和 如 下 定义 的 数量 乘法 : 
a=0; 
7) 集合 与 加 法 同 6) ,数量 乘法 定义 为 
je ae=G; 
8) 全 体 正 实数 R ,加 法 与 数量 乘法 定义 为 
6 图 中 ja=ol 


上 


. 在 线性 空间 中 ,证 明 : 
1) 10=0; 2) A(a-B )= ja-/. 
5. 证 明 : 在 实 函 数 空 间 中 ,1,cos teos 2 是 线性 相关 的 . 
6. 证 明 : 如 果 太 (xz) ,jxz) ,A(z) 是 线性 空间 PLxj 中 三 个 互 素 的 多 项 式 ,但 其 中 任意 两 个 都 不 互 


素 , 那 么 它们 线性 无 关 . 
7. 在 户 中 , 求 向 量 专 在 基 sl ,s:,s:,si 下 的 坐标 . 设 
二 -二 二 将 喜 =(li=lvsy ， 胡 三 (daTa=dy， 
Exs=( ls-1, -TD)， 人 和 


虹 


了 为 了 与 通常 的 加 法 、 乘 法 区 别 ,这 里 我 们 分 别 用 "图 " 与 "。 "来 代表 所 定义 的 向 量 加 法 与 数量 乘 
法 .下 同 ， 
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0 本 二 (ay35TJ5 si=(1,1,0,0)， 
24=(0,1,-1,-1)， 才 =(0,0,0,1). 
8. 求 下 列 线性 空间 的 维 数 与 一 组 基 : 
1) 数 域 尺 上 的 空间 忆 ”; 
2) 忆 " 申 全 体 对 称 ( 反 称 `、 上 三 角形 ) 和 矩阵 作成 的 数 域 忆 上 的 空间 ; 
3) 第 3 题 8) 中 的 空间 ; 
4) 实数 域 上 由 和 矩阵 4 的 全 体 实 系数 多 项 式 组 成 的 空间 ,其 中 


1 雪 ， 听 
=1+V3i 
四 三 | 本 站 急 三 = 
0 0 oo 


9. 在 忆 中 , 求 由 基 el,s,eiys, 到 基 mi,?7:,73,7s 的 过 滤 和 矩阵 ,并 求 向 量 专 在 所 指 基 下 的 坐 
标 . 设 


区 已 思 专 ,OJ0y 郓 | 三才 冯 各 一 本 开 》， 
划 且 (90105017 ， m:;=(0,3,1,0) ， 
和 ss=(0,0,1,0) ， 史 ; 三 ( 53 2， 
2E4=(0,0,0,1)， )=(56,6.173) 
才 = (zzaz3z4) 在 71727394 下 的 坐标 ; 
四 is 疙 二 25 二 忆 075 2j=(2,1,0,1) ， 
Ti 人 三 (0.1.2.2) ， 
成 二 《一 T 这 和 ?=(-2,1,1,2) ， 
本 951 1 EL 35 1 2 
#=(1,0,0,0) 在 se ,se 下 的 坐标 ; 
2Ei=(1r111) 5 祝 FE(CLDL OoJLJ 
(CT1ys 和 = (23 
本 ss 之] 2;=(1,1,0,0) ， 
而 己 ( 也 二 1 一 下， 客 ,=(0,1 ,一 1 一) ， 


寺 =(1,0,0,-1) 在 2 ,72, 93 374 下 的 坐标 . 
10. 继 第 9 题 1) , 求 一 非 零 向 量 专 , 它 在 基 si ,ss ,ss ,si 与 力 ,7393 ,94 下 有 相同 的 坐标 . 
11. 证 明 :实数 域 作 为 它 自身 上 的 线性 空间 与 第 3 题 8) 中 的 空间 同 构 ， 
12. 设 几 , 太 都 是 线性 空间 了 的 子 空间 , 且 由 CE 太 ,证明 :如 果 岂 的 维 数 和 咏 的 维 数 相等 ,那么 


13. 设 专 二 忆 ”"， 
1) 证 明 : 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 组 成 ”的 一 子 空 间 , 记 作 C(4); 
2) 当 4= 巨 时 , 求 C04); 


3) 当 
TI 0 0 
0 2 0 0 
4= 
0 0 0 n 


时 , 求 C(4) 的 维 数 和 一 组 基 . 
14. 设 


习题 | 是 


汶 划 , 莹 
求 P” 中 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 所 成 子 空间 的 维 数 和 一 组 基 . 
15. 如 果 ca+cxB+ciy=0, 且 cc 和 0, 证 明 :L(a,B)=LCB,7y). 
16. 在 记 中 , 求 由 向 量 wi(i=1,2,3,4) 生 成 的 子 空间 的 基 与 维 数 . 设 


本 [三 ( 20173511 人 ij 二 (21 3 一 7 

as=(1,2,0,1)， 人 三， 
1) 2 

as =(-1,1,-3,0) ， as=(4,5,3,-1)， 

as=s(ilI,l,I; a,=(1,5,-3,1). 


17. 在 己 中 , 求 由 齐 次 方程 组 
3x1+2x2 一 5X3+424 =0， 
ee 


32i+3xa 一 1323+11524=0 


确定 的 解 空间 的 基 与 维 数 . 
18. 求 由 向 量 we; 生成 的 子 空间 与 由 向 量 B, 生成 的 子 空间 的 交 的 基 和 维 数 . 设 

帮 | 三 这 世人 这 0 有 VstD5dy5 

1 ) 
aa 和 
ai=(1,1,0.,0) ， B,=(0,0,1,.1)， 

2) 
Se 人 


人 
ea 
人 


B,=(2,5,-6,-5) ， 
ee 


TI 设 训 与 5 分 别 是 齐 次 方程 组 WiT 十 2 十 “富士 罗 =0 导 色 区 浊 二 1 的 解 空间 ,证 明 : 己 之 


20. 证 明 : 如 果 = 几 国 太 , 几 = 几 四 赂 ,那么 下 = 几 四 放 四 庆 . 
21. 证 明 :每 一 个 ” 维 线性 空间 都 可 以 表示 成 个 一 维 子 空间 的 直 和 . 


22. 证 明 : 和 >》 多 是 直 和 的 充分 必要 条 件 是 


位 
防 页 六 表率 相 ， 庆 二 -23 
/1 


23. 在 给 定 了 空间 直角 坐标 系 的 三 维 空间 中 ,所 有 自 原点 引出 的 向 量 添上 零 向 量 构成 一 个 三 维 
线性 空间 R 
1) 问 所 有 终点 都 在 一 个 平面 上 的 向 量 是 否 为 子 空间 ? 
2) 设 有 过 原点 的 三 条 直线 ,这 三 条 直线 上 的 全 部 向 量 分别 成 为 三 个 子 空间 所 ,已 , 语 . 问 局 二 
万 ,+C+ 语 能 构成 哪些 类 型 的 子 空间 , 试 全 部 列举 出 来 . 
3) 就 用 几何 空间 的 例子 来 说 明 : 若 0,Y,XY, 了 是 子 空间 ,满足 UV+Y=X,XDY, 是 否 一 定 有 了 = 
全 站 人 7 六 到 全 史 ) 
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补充 题 


1. 1) 证 明 : 在 PLz], 中 ,多 项 式 
源 三 人 芝 贡生 一 四 
是 一 组 基 ,其 中 al ,ao ,…，,a, 是 互 不 相同 的 数 ; 
2) 在 1) 中 , 取 w,eay…vas 是 全 体 款 次 单位 根 , 求 由 基 1,xr,…，x*” 到 基态 ,万 

和 矩阵 . 

2. 设 al,aa,…,a, 是 维 线性 空间 了 的 一 组 基 ,4 是 一 nxs 矩阵 ， 

(B BuB)= (aa ya )4. 

证 明 :Z(B,B:,…,B,) 的 维 数 等 于 4 的 秩 . 

3. 设 几 xi ,xi ,zy) 是 一 秩 为 的 二 次 型 ,证明 :存在 R' 的 一 个 


1 
|) 


维 子 空间 多 (其 中 为 符号 差 ) ,使 对 任 一 (xxa 二 )E 太 有 zz)= 0， 


4. 设 太 ,所 是 线性 空间 也 的 两 个 非 平 凡 的 子 空 间 , 证 明 : 在 Y 中 存在 ww 使 ET 


成 立 ， 
5. 设 凡凡 ,是 线性 空间 Y 的 * 个 非 平 凡 的 子 空 间 , 证 明 : 站 中 至 少 有 一 向 
研 二 站 中 佳 何 一 个 : 


学 习 指 导 


的 过 湾 


13 尼 二 队 同时 


量 不 属于 内 ， 
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8$1 线性 变换 的 定义 


上 一 章 我 们 看 到 , 数 域 P 上 任意 一 个 "” 维 线性 空间 都 与 P" 同 构 , 因 之 ,有 限 维 线 
性 空间 的 结构 可 以 认为 是 完全 清楚 了 .线性 空间 是 某 一 类 事物 从 量 的 方面 的 一 个 抽象 
我 们 认识 客观 事物 ,固然 要 弄 清 它们 单个 的 和 总 体 的 性 质 ,但 是 更 重要 的 是 研究 它们 
之 间 的 各 种 各 样 的 联系 .在 线性 空间 中 ,事物 之 间 的 联系 就 反映 为 线性 空间 的 映射 . 线 
性 空间 到 自身 的 映射 通常 称 为 了 的 一 个 变换 .这 一 章 中 要 讨论 的 线性 变换 就 是 最 简 
单 的 ,同时 也 可 以 认为 是 最 基本 的 一 种 变换 ,正如 线性 函数 是 最 简单 的 和 最 基本 的 函 
数 一 样 .线性 变换 是 线性 代数 的 一 个 主要 研究 对 象 

下 面 如 果 不 特别 声明 ,所 考虑 的 都 是 某 一 固定 的 数 域 P 上 的 线性 空间 

定义 1 线性 宰 间 了 的 一 个 变换 以 称 为 线性 变换 ,如 果 对 于 中 任意 的 元 素 w,B 
和 数 域 己 中 任意 数 人 ,都 有 

Ma+B)=%(a)+wB)，wOia)= 上 Ma)， (1) 

以 后 我 们 一 般 用 花 体 拉丁 字母 以 ,,… 代 表 了 的 变换 ,w%(a) 或 wa 代表 元 素 e 在 
变换 以 下 的 像 

定义 中 等 式 (1) 所 表示 的 性 质 ,有 时 也 说 成 线性 变换 保持 向 量 的 加 法 与 数量 乘法 

下 面 我 们 来 看 几 个 简单 的 例子 ,它们 表明 线性 变换 这 个 概念 是 有 丰富 的 内 容 的 . 

例 1 平面 上 的 向 量 构成 实数 域 上 的 二 维 线性 空间 .把 平面 围绕 坐标 原点 按 闻 时 
针 方 向 旋转 0 角 ,就 是 一 个 线性 变换 ,我 们 用 郊 表示 .如 果 平 面 上 一 个 向 量 w 在 直角 坐 
标 系 下 的 坐标 是 (x,y) ,那么 像 .%(a) 的 坐标 , 即 a 旋 转 9 角 之 后 的 坐标 (z',y') 是 按照 


公式 
务 ， cos 日 -sinB 1/ 
辆 民 9 coOSs 0 虽 
来 计算 的 .同样 地 ,空间 中 绕 轴 的 旋转 也 是 一 个 线性 变换 . 
例 2 设 汉 是 几何 空间 中 一 固定 的 非 零 向 量 , 把 每 个 向 量 《 上 4 变 到 它 在 we 上 的 内 射 
影 的 变换 也 是 一 个 线性 变换 ,以 鼠 , 表示 它 , 用 公式 表示 就 是 
(Ge， 纪 ， 
Ga) 


1 人 = 


185 


中 中 第 七 章 线性 变换 


例 3 线性 空间 了 中 的 恒 等 变 换 或 称 单 位 变换 6, 即 


euw)=w，aET， 


以 及 零 变 换 0, 即 
0(a)=0，aweET， 
它们 都 是 线性 变换 . 
例 4 设 了 是 数 域 忆 上 的 线性 空间 汰 是 己 中 某 个 数 ,定义 了 的 变换 为 


一 ear， 亿 生 太 
不 难 证 明 ,这 是 一 个 线性 变换 , 称 为 由 数 丰 决定 的 数 乘 变换 ,可 用 光 表 示 , 显然 , 当 上 =1 
时 ,我 们 便 得 恒 等 变换 , 当 上 =0 时 , 便 得 零 变 换 . 
例 5 在 线性 空间 P[xj] 或 者 PLxz], 中 , 求 微 商 是 一 个 线性 变换 .这 个 变换 通常 用 
了 代表 , 即 
3(/Lxz) )=. 广 ()， 
例 6 定义 在 闭 区 间 [c ,上 的 全 体 连 续 函 数组 成 实数 域 上 一 线性 空间 ,以 C(c， 
/) 代表 .在 这 个 空间 中 ,变换 
FoD)= JADd 
是 一 线性 变换 . 
不 难 直接 从 定义 推出 线性 变换 的 以 下 简单 性 质 : 
好 (0)= 愉 (0 ww)=0xX(aw)=10， 
x%( -al)= 籽 ((=-1)a)=(=1)w(a)==%(a). 
2 线性 变换 保持 线性 组 合 与 线性 关系 式 不 变换 名 话说, 如果 请 是 ai ,uv va 的 
线性 组 合 , 即 
区 = 后 Ge 二 Ge 十 十 让 ， 
那么 经 过 线性 变换 允 之 后 ,%(B) 是 wai),a ) ,8(a,) 同 样 的 线性 组 合 , 即 
M(B)=Aai)+iwgas)+…+E(aw )， 
又 如 果 ai ,au ,…，,a, 之 间 有 一 线性 关系 式 
Ai+Aaacs+…+Aa =0， 
那么 它们 的 像 之 间 也 有 同样 的 关系 
有 Cai)+ 大 Ra )+…+CCa)= 0. 
以 上 两 点 ,根据 定义 不 难 验证 ,由 此 即 得 
3. 线性 变换 把 线性 相关 的 向 量 组 变 成 线性 相关 的 向 量 组 . 
但 应 该 注意 ,3 的 逆 是 不 对 的 ,线性 变换 可 能 把 线性 无 关 的 向 量 组 也 变 成 线性 相关 
的 向 量 组 .例如 零 变 换 就 是 这 样 . 


2 线性 变换 的 运算 ij 上 


$2 线性 变换 的 运算 


在 这 一 节 , 我 们 来 介绍 线性 变换 的 运算 及 其 简单 性 质 . 
首先 ,线性 空间 的 线性 变换 作为 映射 的 特殊 情形 当然 可 以 定义 乘法 . 设 以 ,多 是 线 
性 空间 Y 的 两 个 线性 变换 ,定义 它们 的 乘积 以 g 为 
(si8)(a)=s(8(ae)， we 
容易 证 明 ,线性 变换 的 乘积 也 是 线性 变换 .事实 上 ， 
(sg)(w +B)=w(8(a+B))=w(9(a) +88(B)) 
=w(9(a)) + sg(88(B))= (sg)(a) + (Cag)(B)， 
(ggB) (ja) = w(88(ka) ) = 汉 (E8(a) ) = wd(8(w)) = Ex8)(a). 
这 说 明 wg 是 线性 变换 . 
既然 一 般 映射 的 乘法 适合 结合 律 ,线性 变换 的 乘法 当然 也 适合 结合 律 , 即 
(2 及 )%= 双 ( 玫 6). 
但 线性 变换 的 乘法 一 般 是 不 可 交换 的 .例如 ,在 实数 域 R 上 的 线性 空间 R[x] 中 ,线性 
变换 
9(/(z)) = 六 (z)， AUD)=[ And 


的 乘积 24 =6, 但 一 般 .网 产 @ 
对 于 乘法 ,单位 变换 8 有 特殊 的 地 位 .对 于 任意 线性 变换 汉 ,都 有 
EL=%%E= 邓 . 
其 次 ,对 于 线性 变换 还 可 以 定义 加 法 . 设 叹 ,多 是 线性 空间 地 的 两 个 线性 变换 ,定义 
它们 的 和 + 多 为 
(of+ 肥 ) (a)= 巡 (a)+ 朋 (aa)， ae 人 
(2+ 匈 ) (ae+B)= 愉 arB)+ZCa+pB) 
= (al)+xB))+(Ca)+2CB)) 
=(&(a)+g(a))+(CB)+ 多 (8) ) 
= (+ 有 罗 ) (ae)+(%+ 匈 ) (B) ， 
(+ 角 ) (ka)= 芭 (pe)+ 允 ka)=AWCa)+EZ(a) 
= 小 (8(a)+ 双 (wa))= 大 (x+ 有 ) (a)， 
这 就 说 明 %+ 多 是 线性 变换 . 
不 难 证 明 ,线性 变换 的 加 法 适合 结合 律 与 交换 律 , 即 
+( 细 HE6)= (w+ 月) + 各， + 有 =0H00 
证 明 留 给 读者 完成 . 
对 于 加 法 , 零 变 换 0 有 着 特殊 的 地 位 . 它 与 所 有 线性 变换 区 的 和 仍 等 于 必 , 即 
好 +O= 邓 . 
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对 于 每 个 线性 变换 % ,我 们 可 以 定义 它 的 负 变 换 -%: 
(=-%)(a)=- 必 Ga)，wef 
容易 看 出 , 负 变 换 - 吧 也 是 线性 的 , 且 
&+L( -好 )=0. 
线性 变换 的 乘法 对 加 法 有 左右 分 配 律 , 即 
型 ( 角 H 独 )= MYHWG，( 角 4 和 ) 邓 = 及 MA 
事实 上 ，， 
(B( 细 1 和 ) ) Ga)= 邓 (( 81) wa))= 允 ( 允 a)+6Caw) ) 
= 好 (多 (a) ) + 和 (wa) )= (8)(a)+C%E)(a)= (BAHwGE) Caw). 
这 就 证 明了 左 分 配 律 . 右 分 配 律 可 以 类 似 地 证 明 . 
在 上 一 节 例 4 中 我 们 看 到 , 数 域 忆 中 每 个 数 上 都 决定 一 个 数 乘 变 换 区 .利用 线性 变 
换 的 乘法 ,可 以 定义 数 域 忆 中 的 数 与 线性 变换 的 数量 乘法 为 
AM=XMwl， 
印 
(EN)(a)= 洲 (Ca))= 凡 Ca)， 
当然 ,上 %g 还 是 线性 变换 .容易 看 出 ,线性 变换 的 数量 乘法 适合 以 下 规律 ; 
(iD)s= 大 到) ， (AR+)=AC+L 地 ， 
丰 ( 妈 + 角 ) 三 大 MAK 台 ， 1 吧 = 双 . 

对 于 线性 变换 ,我们 已 经 定义 了 乘法 .加 法 与 数量 乘法 三 种 运算 .由 加 法 与 数量 乘 
法 的 性 质 可 知 , 线 性 宰 间 上 全 体 线性 变换 ,对 于 如 上 定义 的 加 法 与 数量 乘法 ,也 构成 
数 域 P 上 一 个 线性 空间 

『 了 的 变换 吧 称 为 可 逆 的 ,如 果 有 上 了 的 变换 多 存在 ,使 

允 四 = 允 wI = 人 
这 时 ,变换 匈 称 为 尽 的 逆 变 换 , 记 为 尺 -. 现 在 来 证 明 ,如 果 线 性 变换 尽 是 可 赣 的 ,那么 它 
的 道 变换 sw-: 也 是 线性 变换 . 事实 上 ， 

2TCa+B)=2 TCWC eeyod 

= (wa))+wCw ICB))] 

=2iL8CRTTa)+w 0 

=(o% Ni)w al)+w CBN))=w (al)+wB)， 
Ba)=MICRT Ca))=wTOECWCw Ca) ))) 

= )))= (CN) ORGE))= 大 Ia) 

这 就 说 明 %- 是 线性 变换 ， 

最 后 ,我 们 引进 线性 变换 的 多 项 式 的 概念 

既然 线性 变换 的 乘法 满足 结合 律 , 当 若 干 个 线性 变换 驭 重复 相 乘 时 ,其 最 终结 果 
是 完全 确定 的 ,与 乘积 的 结合 方法 无 关 . 因 此 当 个 ( 是 正 整 数 ) 线 性 变换 必 相 乘 时 ， 
我 们 就 可 以 用 

Sb 
来 表示 , 称 为 双 的 工 次 过 ,简单 地 记 作 尽 ". 此 外 ,作为 定义 , 令 


2 线性 变换 的 运算 | 用 


更" = 此 
根据 线性 变换 震 的 定义 ,可 以 推出 指数 法 则 
到"= 达 nr (2 ) = 有 克 ) 几 三 0. 


当 线 性 变换 芭 可 道 时 ,定义 区 的 负 整 数 寡 为 
5 =(d) "， 元 是 正 整 数 . 

这 时 ,指数 法 则 可 以 推广 到 负 整 数 寡 的 情形 . 

值得 注意 的 是 ,线性 变换 乘积 的 指数 法 则 不 成 立 , 即 一 般 痪 来 

(2 鸭 ) 天 好 "及 "， 
设 
JU)= QuR + LE 二 二 an 
是 PLz] 中 一 多 项 式 ,%% 是 了 的 一 线性 变换 ,我 们 定义 
帮 苔 )= 友 "+Q TI 二 0 区 

显然 ,人 吧 ) 是 一 线性 变换 , 它 称 为 线性 变换 多 的 多 项 式 . 

不 难 验证 ,如果 在 PLx] 中 ， 

hz)=Ax)+gx)，Pz)= 帮 rr)5(z)， 
那么 
hs)= 几 g)+8(2) ，P(2)=7 有 0)g5(2). 
特别 地 ， 
8 到 )EE(W) 态 )， 

即 司 一 个 线性 变换 的 多 项 式 的 乘法 是 可 交换 的 

下 面 的 例子 表明 ,线性 变换 之 间 的 一 些 关系 可 以 通过 线性 变换 的 运算 表示 出 来 . 

例 1 在 三 维 几 何 空间 中 ,对 于 某 一 向 量 ae 的 内 射影 厅 。 是 一 个 线性 变换 (参看 图 
1).77。 可 以 用 公式 表示 为 ($1 例 2) 


开 趟 2 三 


(ai) 
(aa) ” 
其 中 (a) ,(a,a) 表 示 向 量 的 内 积 . 
从 图 2 不 难看 到 ,z 在 以 e 为 法 向 量 的 平面 x 上 的 内 射影 万,() 可 以 用 公式 
JS) 


用 (OO) 天 而 关 一 一 一 5 
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厅 .=6E- 厅 ， 
这 里 6 是 恒 等 变换 . 
《对 于 平面 x 的 反射 多 .也 是 -一 个 线性 变换 , 它 的 像 ( 图 2) 由 公式 
92.(C)=《-217.(Z) 


给 出 .因此 
多 .=6-217 . 
设 w“,B 是 空间 的 两 个 向 量 .显然 ,e 与 B 互相 垂直 的 充分 必要 条 件 为 
到 Op =D。 
例 2 在 线性 空间 PLAj, 中 , 求 微 商 是 一 个 线性 变换 ,用 2 表示 (8$1 例 5). 显 然 有 
2" =0. 
其 次 ,平移 


ANA) 一 几 A+a)，aEP 
也 是 一 个 线性 变换 ,用 98。 表示 .根据 泰 勤 展开 式 


Q 好 a fn-1) 
2 全 和 0 (A)+ 人 (入 ) ， 
因 之 Y, 实质 上 是 了 的 多 项 式 , 即 
2 了 
9.=846941924 tr 9 


$3 线性 变换 的 年 阵 


设 了 是 数 域 P 上 灾 维 线性 空间 ,si ,es ,…,s, 是 了 的 一 组 基 , 现 在 我 们 来 建立 线性 
变换 与 矩阵 的 关系 . 
空间 了 中 任 一 向 量 二 可 以 经 sl ,ss ,…，,e, 线性 表 出 , 即 有 关系 式 
去 =xiEI+X2E2TT TEN，， ( 志 
其 中 系数 是 唯一 确定 的 ,它们 就 是 去 在 这 组 基 下 的 坐标 .由 于 线性 变换 保持 线性 关系 不 
变 ,因而 在 专 的 像 %s# 与 基 的 像 %e ,%E，…,2e, 之 间 也 必然 有 相同 的 关系 , 即 
RE=CxiEI+YroEr+ HE )=X ET+ 2 EAIE， (2) 
上 式 表 明 ,如 果 我 们 知道 了 基 sl,s:,…,e, 的 像 ,那么 线性 空间 中 任意 一 个 向 量 专 的 像 
也 就 知道 了 ,或 者 说 
1 设 e ,ee 是 线性 空间 ”的 一 组 基 如 果 线性 变换 以 与 了 在 这 组 基 上 的 作 
用 相同 , 即 


那么 吧 = 急 . 
证 明 允 与 有 相等 的 意义 是 它们 对 每 个 向 量 的 作用 相同 .因此 ,我 们 就 是 要 证 明 对 
任 一 向 量 专 ,等 式 %& 和 =9& 成 立 .而 由 (2) 及 假设 , 即 得 
好 二 = Bi+Y 到 BE+…+Y WE = 级 E+X 胃 E 十 AT 攻 E, 三 细 二 


8$3 线性 变换 的 矩阵 | 是 


结论 1 的 意义 就 是 ,一 个 线性 变换 完全 被 它 在 一 组 基 上 的 作用 所 决定 .下 面 我 们 进 
一 步 指 出 , 基 疝 量 的 像 却 完全 可 以 是 任意 的 ,也 就 是 说 

2. 设 e ,es ve 是 线性 空间 了 的 一 组 基 对 于 任意 一 组 向 量 wmv ,va 一 定 
有 一 个 线性 变换 ,全 


MEi=awi，i=1,2……,n。 (3 
证 明 我 们 来 作出 所 要 的 线性 变换 . 设 


和 志 = 到 XiEi 
是 线性 空间 了 的 任意 一 个 向 量 ,我 们 定义 的 变换 吕 为 
ot = > xia (4) 


下 面 来 证 明 变 换 光 是 线性 的 . 
在 了 中 任 取 两 个 向 量 ， 


B=>be， 7y=yoes 
原 二 囊 芋 到 本 不 交 和 ， 腺 = 交大 ， 语 若 次 
控 所 定义 的 以 的 表达 式 (4) ,有 
w(B +y) = > 测 丙 三 >oa 4 > SR 


吕 ( 争 )= > hiba = 人》0a = 大 HB. 
在 1=1 

因此 , 吧 是 线性 变换 .再 来 证 必 满 足 (3) 式 .因为 

BEi=0Ei++0OE +1Ei+OE I++OE ，1=1;2，……,7m 
所 以 

2Ei=0ai+…+0awi ii+lai+0a +…+0a=a，i=12 0 
综合 以 上 两 点 ,得 
司 尖 机。 em…E, 是 线性 空间 了 的 一 组 基 ,a ,aa ,…，,a, 是 了 中 任意 另 个 向 


全 全 闪光 


是 


本 二 人 
有 了 以 上 的 讨论 ,我们 就 可 以 来 建立 线性 变换 与 矩阵 的 联系 . 
定义 2 设 s,ss,…,a 是 数 域 P 上 维 线性 空间 7 的 一 组 基 , 汉 是 了 中 的 一 个 线 
性 变换 . 基 向 量 的 像 可 以 经 基线 性 表 出 , 即 


“全 


型 E; =QpEi+aazEz+ 十 QiaEn， 


型 瑟 =iEI 十 GoiE2 十 ,十 Gnn 瑟 i 


用 和 矩阵 来 表示 就 是 


证 
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人 《5) 
机 CQ “” 裤 m 
Ca 全 有 “ 
移 三 
GT 0 


提 除 4 称 为 y 在 基 e ve ,ve 下 的 全 降 
例 1 设 si,s,…,s。 是 二 2> 亚 ) 维 线性 空间 了 的 子 空间 不 的 一 组 基 , 把 它 扩 充 

为 了 的 一 组 基 sl ,s:,…,e, 定义 线性 变换 只 如 下 : 

WEi=Ei，i=1,2， ,网 ， 

[Le = 克 十 1 ,用 
如 此 确定 的 线性 变换 台 称 为 对 子 空间 四 的 一 个 投影 .不 难 证 明 

码 3 三 吧 ， 

投影 叹 在 基 si ,ss，… ,2， 用 国 二 人 浊 


] 
i 行 


0 


丈 列 
这 样 ,在 取 定 一 组 基 之 后 ,我 们 就 建立 了 由 数 域 PP 上 的 于 维 线性 空间 了 的 线性 变 
换 到 数 域 忆 上 的 mx 矩阵 的 一 个 映射 .前 面 的 结论 1 说 明 这 个 映射 是 单 射 ,结论 2 说 
明 这 个 映射 是 满 射 . 换 句 话 说 ,我 们 在 这 二 者 之 间 建 立 了 一 个 双 射 .这 个 对 应 的 重要 性 
表现 在 它 保持 运算 , 即 有 
定理 2 设 si,s ,es, 是 数 域 P 上 普 维 线性 空间 了 的 一 组 基 ,在 这 组 基 下 ,每 个 
生性 鬼 人 0) 个 wxn 矩阵 - 这 个 对 应 具有 以 下 的 性 质 ， 


证 明 ” 设 以 ,3 是 两 个 线性 变换 ,它们 在 基 el ,si ,…,e, 下 的 矩阵 分 别 是 4, 妃 , 即 
EUiEaptreaE)E (ETE517c2R) 凤 ， 
朋 ( ErEa EBDE (ESiaEzye7yB )8， 
1) 由 
( 吧 + 轴 ) (BE NE 三 到 (BE 十 胸 (E 5E 1E 
= (BE 二 (BE 人 人 +) 


8$3 线性 变换 的 矩阵 四 


可 知 , 在 基 sl,s:,…,eE, 下 ,线性 变换 吧 + 多 的 矩阵 是 4+B. 
2) 相仿 地 ， 
(2 有 ) (El ,BE )= 玉 ( 允 (E EpoE))=2((si EeeE,) 甩 ) 
= (2(si,E 2,)) 及 =(Ei,E ,2E,)4. 
因此 ,在 基 si,s:,…:,s, 下 ,线性 变换 必 妥 的 矩阵 是 4 
3) 因为 
(pepEs LE)= (2 ErE JE ， 
所 以 数 乘 变换 和 在 任何 一 组 基 下 都 对 应 于 数量 矩阵 /到 .由 此 可 知 ,数量 乘积 作对 应 于 
符 阵 的 数量 乘积 公 . 
4) 单位 变换 6 对 应 于 单位 矩阵 , 因 之 等 式 
of 罗 = 吧 of = 
与 等 式 
4 已 = 有 4 = 歼 
相对 应 ,从 而 可 逆 线 性 变换 与 可 逆 和 矩阵 对 应 ,而且 逆 变 换 与 逆 算 阵 对 应 .1 
定理 2 说 明 数 域 P 上“ 维 线性 空间 了 的 全 部 线性 变换 组 成 的 集合 二 ( 记 对 于 线性 
变换 的 加 法 与 数量 乘法 构成 P 上 一 个 线性 空间 ,与 数 域 P 上 阶 方 阵 构 成 的 线性 空间 
P”“ 同 构 . 
利用 线性 变换 的 矩阵 可 以 直接 计算 一 个 向 量 的 像 . 


公 导 
》 革 
2 | -| 汪 
3 区 
证 明 由 假设 
记 ， 
之 =(Ei,E, pv,E,) 和 
%n 
于 是 
Yi 1 
zeE = (El EME) 四 = (到 ，E505 》 帮 人 
元 ， : 


男 一 方面 ,由 假设 
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?1 
才 
区 雪 = 人 【下 下 站 关 
全 
由 下 EliyE2 线性 无 关 ,所 以 
yr， Zi 
》 E | 
了 各 


线性 变换 的 矩阵 是 与 空间 中 一 组 基 联 系 在 一 起 的 .一 般 说 来 , 随 着 基 的 改变 ,同一 
个 线性 变换 就 有 不 同 的 矩阵 .为 了 利用 和 阵 来 研究 线性 变换 ,我 们 有 必要 弄 清楚 线性 
变换 的 抢 阵 是 如 何 随 着 基 的 改变 而 改变 的 . 
定理 4 设 线性 空间 中 线性 变换 尽 在 两 组 基 
大 (6) 
271 72 7 《7) 
下 的 矩阵 分 别 为 4 生 ,从 基 (6) 到 (7) 的 过 渡 息 阵 是 大 ,于 是 B=X4X 
(wei ws wdB)= (si E，…E,)4， 
(11T 2 )=( 了 7 7) 
(07272007 ) 三 (2EI，E2 7 ，,E，) 不 . 


于 是 
(2 77 
= 弄 ( 了 71 )=[ (es ,2E,) 三 ] 
=[w(eE，…,E,)] 于 =(wE EdE ) 瑟 
=(BEi BE ) 凤 宗 =(7 如 下) 于 4 于. 
由 此 即 得 


万 三 天 0 双 芝 

定理 4 告诉 我 们 ,同一 个 线性 变换 必 在 不 同 基 下 的 矩阵 之 间 的 关系 .这 个 基本 关系 
在 以 后 的 讨论 中 是 重要 的 .现在 ,我们 对 于 和 矩阵 引进 相应 的 定义 . 

定义 3 设 4,3 为 数 域 已 上 两 个 于 阶 和 矩阵 ,如 果 可 以 找到 数 域 己 上 的 寺 阶 可 逆 矩 
阵 天 ,使 得 吾 = 瑟 4 于 ， 就 说 4 相似 于 思 ， 记 作 4 有 

相似 是 矩阵 之 间 的 一 种 关系 ， 这 种 关系 具有 下 面 三 个 性 质 

1. 自 反 性 :4~4， 

这 是 因为 4= 瓦 -1.4 五 . 

2. 对 称 性 :如 果 4~ 巨 ,那么 妃 ~4. 

如 果 4-~ 好 ,那么 有 瑟 使 琅 =X 4 天 令 了 = 就 有 4=XBX-I=7-IB7, 所 以 妃 -4. 

3. 传递 性 :如 果 4 -~ 下 ,下 ~C, 那 么 4~C. 

已 知 有 天 ,了 使 刀 =XE 4E,C=7 BT7 令 Z=X7, 就 有 C=7 47=Z-4Z , 因 之 


8$3 线性 变换 的 矩阵 | 和 


4~(C， 
有 了 和 抢 阵 相似 的 概念 之 后 ,定理 4 可 以 补充 成 
天 宣 S ee We 区 攻 汪 : 如 果 两 个 矩阵 相 


天 Ag 


证 


证 明 前 一 部 4 有 证 明 . 0 股 ， 阶 矩 阵 4 和 召 相似 .4 
可 以 看 作 是 维 线性 空间 了 中 一 个 线性 变换 多 在 基 sl,s,…,s, 下 的 矩阵 .因为 妃 = 
素 4 天 , 胡 

(2 7 77) = (El EeeE ) 瑟 
显然 ,7 ,7 … ,7 也 是 一 组 基 , 汉 在 这 组 基 下 的 矩阵 就 是 五. ‖ 


和 矩阵 的 相似 对 于 运算 有 下 面 的 性 质 ， 
如 果 互 ,=X 4 大,B,=X 4 ,那么 
孟 + 有 8,= 忆 (4+4A，) 瑟 ， 已 再 ,= 下 (4 4，) 厌 
由 此 可 知 ,如 果 刀 =X 4 下 , 目 几 xz) 是 数 域 忆 上 一 多 项 式 , 那 么 
帮 妇 )= 瑟 74A) 夸 

以 上 事实 的 证 明 留 给 读者 .利用 和 抢 阵 相似 的 这 个 性 质 可 以 简化 矩阵 的 计算 ， 

例 2 设 了 是 数 域 P 上 一 个 二 维 线性 空间 ,s,,s; 是 一 组 基 ,线性 变换 汉 在 si,e， 
下 的 矩阵 是 

公 站 
必 中 


现在 来 计算 吧 在 了 的 另 一 组 基 7 ,7 下 的 和 矩阵 ,这 里 
(77792752 (si ieE2z) | 攻 


由 定理 4,% 在 四,7; 下 的 惩 阵 为 


显然 
再 利用 上 面 得 到 的 关系 
1 -IT2f1 -1 
= 2 =s1T 人 | | =i 这 Ci 
即 
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我 们 可 以 得 到 


8$4 特征 值 号 特征 问 量 


我 们 知道 ,在 有 限 维 线性 空间 中 , 取 了 一 组 基 之 后 ,线性 变换 就 可 以 用 和 矩阵 来 表 
示 . 为 了 利用 抢 阵 来 研究 线性 变换 ,对 于 每 个 给 定 的 线性 变换 ,我 们 希望 能 找到 一 组 
基 ,使 得 它 的 矩阵 具有 最 简单 的 形式 .从 现在 开始 ,我 们 主要 讨论 ,在 适当 地 选择 基 之 
后 ,一 个 线性 变换 的 矩阵 可 以 化 成 什么 样 的 简单 形式 .为 了 这 个 目的 , 先 介绍 特征 值 和 
特征 向 量 的 概念 ,它们 对 于 线性 变换 的 研究 具有 基本 的 重要 性 . 

定义 4 设 必 是 数 域 P 上 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 ,如 果 对 于 数 域 P 中 一 数 


和 


hu ,存在 一个 非 夫 向 量 志 使得 
g 人 AoE， (1) 

那么 )。 称 为 台 的 一 个 特征 值 , 而 志 称 为 以 的 属于 特征 值 A 的 一 个 特征 向 量 

从 几何 上 来 看 ,特征 向 量 的 方向 经 过 线性 变换 后 ,保持 在 同一 条 直线 上 ,这 时 或 者 
方向 不 变 (Ao>0) ,或 者 方向 相反 (Auv<0) ,至 于 Ao=0 时 ,特征 向 量 就 被 线性 变换 变 
成 0. 

如 果 专 是 线性 变换 多 的 属于 特征 值 Ah, 的 特征 向 量 , 那 么 专 的 任何 一 个 非 零 倍数 
和 姥 也 是 名 的 属于 Av 的 特征 向 量 .因为 从 (1) 式 可 以 推出 

MC 巡 )=A 和 ACE). 

这 说 明 特 征 向 量 不 是 被 特征 值 所 唯一 决定 的 .相反 ,特征 值 却 是 被 特征 向 量 所 唯一 决 
定 的 ,因为 ,一 个 特征 向 量 只 能 属于 一 个 特征 值 . 

现在 来 给 出 寻找 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 . 设 节 是 数 域 P 上 维 线性 空间 ,se,， 
,2E, 是 它 的 一 组 基 ,线性 变换 必 在 这 组 基 下 的 和 抢 阵 是 4. 设 Mu 是 特征 值 , 它 的 一 个 
特征 向 量 专 在 sl,si,…,2, 下 的 坐标 是 xu xxzo, 则 wz& 的 坐标 是 


区 0 


A 吧 的 坐标 是 
An 
因此 (1) 式 相当 于 坐标 之 间 的 等 式 
艺 0 
汪 0n 


(AuE-4)| 
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芭 01 


02 


各 On 


01 


区 02 


=An (2) 


涡 0v 
0i 
芭 02 


=(0. 


党 0n 


这 说 明 特征 向 量 专 的 坐标 (x*w yz，…,zo) 满 足 齐 次 方程 组 


色 放 苔 1 击 交 启 落 3 可 


包罗 1 十 嫩 坟 项 2 机 


人 ni 区 十 Ga3%a 十 “ 


即 
(全 机 


一 忆 直 启 | 本 《人 G 


一 Ca 一 


一 Qiaxz 


二 秦 厅 外 关 an 


本 卫 名 


三 人 0X1% 


jw 


+ CanXh = 人 Aoxa， 


十 Qu 三 从 0 


= 一心) 光 三 0， 


21W 7 下 


《3) 


和 三 


由 于 专 关 0, 所 以 它 的 坐标 wu ,ze,…，xw 不 全 为 零 , 即 齐 次 方程 组 有 非 零 解 .我 们 知道 ， 
旗 次 线性 方程 组 (3) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 行列 式 为 零 , 即 


An 一 Qil 
A0 羽 -4 | 二 


一 色 a1 


我 们 引入 以 下 的 定义 . 


一 公 1> 一 丝 和 
An 一 aa 一 Ca 
= 0. 
一 @ 人 从 人 一 多 而 


用 


197 


| 第 七 章 ”线性 变换 


内 一 而 让 二 加 交 
= 
|AE-4|=| (4) 


称 为 4 和 省 机 二 人 


程 组 (3) 的 _ 个 非 替 解 " 那 委 非 零 向 量 
才 =4arEiHKO2E5 二 -十 0 还 ， 
满足 (1) , 即 Au 是 线性 变换 避 的 一 个 特征 值 志 就 是 属于 特征 值 AM 的 一 个 特征 向 量 . 
因此 ,确定 一 个 线性 变换 名 的 特征 值 与 特征 向 量 的 方法 可 以 分 成 以 下 几 步 : 

1. 在 线性 空间 了 中 取 一 组 基 sl ,es,…,s,, 写 出 在 这 组 基 下 的 矩阵 4; 

2. 求 出 4 的 特征 多 项 式 | AE-4 | 在 数 域 已 中 全 部 的 根 ,它们 也 就 是 线性 变换 凡 
的 全 部 特征 值 ; 

3. 把 所 求 得 的 特征 值 逐个 地 代入 方程 组 (3) ,对 于 每 一 个 特征 值 , 解 方程 组 (3 ) ， 
求 出 一 组 基础 解 系 , 它们 就 是 属于 这 个 特征 值 的 几 个 线性 无 关 的 特征 向 量 在 基 se， 
2 2 下 的 坐标 ,这 样 , 我 们 也 就 求 出 了 属于 每 个 特征 值 的 全 部 线性 无 关 的 特征 
向 量 .中 

和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 的 根 也 称 为 4 的 特征 值 ,而 相应 的 线性 方程 组 (3) 的 解 也 就 
称 为 4 的 属于 这 个 特征 值 的 特征 向 量 , 

例 1 在 维 线性 空间 中 , 数 乘 变换 光 在 任意 一 组 基 下 的 矩阵 都 是 全 , 它 的 特征 
多 项 式 是 

| 五 -1 互 | =( 和 一) 
因此 , 数 乘 变 换 光 的 特征 值 只 有 上 玉 由 定义 可 知 , 每 个 非 零 向 量 都 是 属于 数 乘 变换 光 的 


特征 向 量 . 

例 2 设 线性 变换 双 在 基 sl ,s,ss 下 的 矩阵 是 
国 
开启 | 区， 区 章 
区 委 末 

求 妈 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 
AM-1 -2 -2 

|AE-4|=| -2 A-l -2|1=(A+1)3(A-5). 

-2 -2  A-l 


中 这 里 的 方法 在 理论 上 是 可 行 的 ,但 当 普 较 大 或 矩阵 的 元 素 较 为 复杂 时 ,此 法 就 很 麻烦 了 , 须 用 计 
算数 学 中 的 一 些 专门 方法 . 


$4 特征 值 与 特征 向 量 | 生 


所 以 特征 值 是 -1( 二 重 ) 和 5. 
把 特征 值 -1 代入 齐 次 方程 组 


( 溃 二 区 ) 记 | 二 2 大 二 225 =0， 
人 223 = 0， 
二 ,0 二 人 二 
得 到 
- 咀 | - 2 - 丈 , 三 0， 
0 
六 
它 的 基础 解 系 是 


0 
一 一 
因此 ,属于 -1 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 就 是 
过 =EI-E， 忆 ; =E) 一 Ei， 
而 属于 -1 的 全 部 特征 向 量 就 是 后 上 +aE , 语 是 数 域 已 中 不 全 为 零 的 任意 数 . 再 把 
特征 值 5 代 人 ,得 到 


45 一 23 一 20 三 0， 
一 上 | + 4 一 2 三 0， 
= 2 一 2 + 4 三 小 


它 的 基础 解 系 是 

1 
加 限 
] 
因此 ,属于 5 的 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 就 是 

志 ; =Ei+Ea+E;， 
而 属于 5 的 全 部 特征 向 量 就 是 禾 ; ,是 数 域 忆 中 不 等 于 零 的 任意 数 . 
例 3 在 空间 PL*], 中 ,线性 变换 


9H(se)= 太 (z) 
在 基 TaiT ,ETF 的 纸 阵 是 

@ 过 ' 划 

1 

0 0 0 | 

0 0 0 0 
六 的 特征 多 项 式 是 
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0 0 

0 =- 0 
|ABE-DI=|: 3 | 呈 角 ， 

0 0 0 三 

贡 全 雪 和 


因此 , 忆 的 特征 值 只 有 0. 通 过 解 相应 的 齐 次 线性 方程 组 知道 ,属于 特征 值 0 的 线性 无 
关 的 特征 向 量 组 只 能 是 任 一 非 零 常数 .这 表明 微 商 为 零 的 多 项 式 只 能 是 零 或 非 零 的 
常数 . 
例 4 平面 上 全 体 向 量 构成 实数 域 上 一 个 二 维 线性 空间 ,$1 例 1 中 旋转 , 在 直 
角 坐 标 系 下 的 矩阵 为 
cos 0 -sin 0 
忆 0 cos ?| 


人 一 COS 日 sin 0 
-SinO A-cos 0 
当 6 关 kr 时 ,这 个 多 项 式 没 有 实 根 . 因 之 , 当 6 关 kr 时 , 罗 没 有 特征 值 .从 几何 上 看 ,这 
个 结论 是 明显 的 . 
容易 看 出 ,对 于 线性 变换 兴 的 任 一 个 特征 值 Ahv, 全 部 适合 条 件 
Ma=AiG 
的 向 量 a 所 成 的 集合 ,也 就 是 忆 的 属于 Au 的 全 部 特征 向 量 再 添上 零 向 量 所 成 的 集合 ， 


它 的 特征 多 项 式 为 


=A -2Aceos 0+1， 


站 


yw 二 | aw [ga=Aoa,ae 站 


在 线性 变换 的 研究 中 ,和 抢 阵 的 特征 多 项 式 是 重要 的 .下 面 先 来 看 一 下 它 的 系数 .在 


入 一 Qi Qiz 2 一 Qi 

-Ga Ar-aaz … -aa 
| AE-4 | = 

-个 


的 展开 式 中 ,有 一 项 是 主 对 角 线 上 元 素 的 连 乘积 
( 闪 一 GE 区 生 Ga 人 (人 =G)- 
展开 式 中 的 其 余 各 项 ,至 多 包含 4-2 个 主 对 角 线 上 的 元 素 , 它 对 A 的 次 数 最 多 是 ma-2. 
因此 特征 多 项 式 中 含 A 的 革 次 与 ma-1 次 的 项 只 能 在 主 对 角 线 上 无 素 的 连 乘积 中 出 现 ， 
它们 是 
入 "-(ai+as 二 + )A 
在 特征 多 项 式 中 令 A=0, 即 得 常数 项 | -4| =(-1) |14|. 
因此 ,如 果 只 写 出 特征 多 项 式 的 前 两 项 与 常数 项 ,就 有 
| A 瑟 -4 | = 和 "-(ai+aa+…+aw)A t+t( -1) 14|. (5) 
如 |AE-4 | 在 数 域 PP 上 能 分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 ,由 根 与 系数 的 关系 可 知 ,4 的 


$4 特征 值 与 特征 向 量 | 重 


全 体 特征 值 的 和 为 e+azas+…+a,( 称 为 4 的 迹 , 记 为 上 4) ,而 4 的 全 体 特 征 值 的 积 为 
14 |: 

例 5 矩阵 及 其 特征 值 在 图 论 中 的 应 用 . 

观察 有 向 图 图 3.w ,mm ,mm 是 三 个 顶点 ,例如 代表 三 个 旅游 景 
点 .四 2 5 ,Du 是 它 的 边 ( 有 向 边 ) ,代表 景点 之 间 有 


道路 相通 .例如 wm,w 之 间 有 双向 道路 ,而 w,w 之 间 只 有 了 到 5 单 到 
行 通道 BE 


这 个 图 的 顶点 和 有 向 边 的 状况 可 用 一 个 3x3 矩阵 4 = 
(oj) is 来 描述 , 若 w,uw 之 间 有 有 向 边 z, 则 令 ol = 1 否则 令 2 
wj=0. 这 个 矩阵 4 称 为 有 向 图 图 3 的 邻接 矩阵 . 易 知 图 3 
QQ 1 攻 
浊 二 | 业 ” 于 蝶 
1 1 0 
若 有 几 条 边 ,依次 地 前 一 边 的 终点 与 它 后 面 的 边 的 起 点 一 致 ,把 它 依 同一 顺序 连 


接 起 来 就 是 一 条 线路 (旅行 线路 ) ,简称 为 路 . 例 六 , 玉 2 Do 分 别 是 长 为 2 
和 3 的 路 .第 二 条 路 中 的 起 点 与 终点 一 致 , 称 为 回路 ,是 一 条 往返 旅行 线路 . 它 与 ， 
on 在 几何 上 是 同一 个 圈 图 ,但 起 、 终 点 不 同 ,是 不 同 的 回路 .z 单独 一 条 有 向 
边 , 是 长 为 工 的 路 : 

问题 从 w 到 ， 的 长 为 上 的 路 (可 以 i= 刀 这 时 是 回路 ) 有 几 条 ? 我 们 有 以 下 

命题 ” 设 一 个 有 向 图 有 7 个 顶点 mW ,mi 它 的 邻接 矩阵 4=(o )。: 令 44= 
(六 ), 则 从 袜 到 ， 的 长 为 大 的 路 的 数目 是 六 

证 明 对 上 上 作 归 纳 法 ,= 1 时 命题 显然 成 立 . 设 太 -1 时 命题 已 成 立 ,考察 大 的 情形 ， 
此 时 上 大 三 2. 

令 45=(c) .由 归纳 假设 cv 是 从 w 到 的 长 为 人-1 的 路 的 数目 .由 内 到 w 的 任 
一 长 为 大 的 路 必 为 w 到 车 的 长 为 1 的 路 接 上 长 为 1 的 路 wz 以 这 样 方式 经 过 
的 长 为 上 的 路 的 数目 为 ce. 如 从 六 到 ， 无 上 述 方式 经 过 ww 的 长 为 上 的 路 .有 两 种 可 
能 :一 种 是 无 w 到 的 1-1 长 度 的 路 ,有 cy=0, 另 一 种 可 能 没有 边 wm , 则 ww =0 从 
到 ， 按 上 述 方 经 过 这 个 w 的 长 为 上 的 路 的 数目 为 0 也 等 于 cue 由 于 内 可 任 选 w ， 
so, 故 六 到 六 的 长 为 大 的 路 的 总 数 为 


Ci 二 训 太 
归纳 法 完成 ， 上 
现在 可 进一步 计算 出 有 向 图 中 所 有 长 为 大 的 回路 的 数目 .由 上 面 的 命题 知 , 以 任 一 
点 六 为 起 、 终 点 的 长 为 天 的 回路 的 数目 为 部 , 故 有 向 图 中 长 为 下 的 回路 的 数目 为 
和 = tr 4 
设 有 向 图 的 邻接 矩阵 为 4, 它 的 个 特征 值 为 Ai,,A:,…,A 由 本 章 补充 题 第 7 题 
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的 结果 易 证 明 4 的 全 部 特征 值 为 Al,A;,…,A. 最 后 可 以 得 到 ,有 向 图 中 长 为 大 的 回 
路 的 数目 为 


让 友 ' = 汪 光 = 这 二 
本 例题 开头 的 有 向 图 图 3 的 邻接 拖 阵 4 的 特征 多 项 式 为 


从 一 ] 0 
|)A 瑟 -4|=|-1 AAA -is=(CA+IT)(A2=X=-1) 
-1 一 1 人 
特征 值 为 -1， .图 3 中 长 为 上 的 回路 的 数目 为 (- 1) 让 寺 : 3 


特征 值 自然 是 被 线性 变换 所 决定 的 .但 是 在 有 限 维 空间 中 , 任 取 一 组 基 之 后 ,特征 
值 就 是 线性 变换 在 这 组 基 下 德 阵 的 特征 多 项 式 的 根 . 随 着 基 的 不 同 , 线 性 变换 的 矩阵 
一 般 是 不 同 的 .但 是 这 些 矩 阵 是 相似 的 ,对 于 相似 和 矩阵 我 们 有 

定理 6 相似 的 怎 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 

证 明 设 4-~ 驴 , 即 有 可 道 和 矩阵 下 ,使 妃 = 开 4. 于 是 

| 而 = 这 | 三 | 入 丙 -天 4 天 | = | 车 扩 人 万 = 放 ) 吾 | 三 | 亚 王 | | 认 耕 -| [ 吾 | 三 1 1. 

定理 6 正好 说 明 ,线性 变换 的 矩阵 的 特征 多 项 式 与 基 的 选择 无 关 , 它 是 直接 被 线 
性 变换 决定 的 .因此 ,以 后 就 可 以 说 线性 变换 的 特征 多 项 式 了 . 

既然 相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ,当然 特征 多 项 式 的 各 项 系数 对 于 相似 的 矩 
阵 来 说 都 是 相同 的 . 艾 如 说 ,考虑 特征 多 项 式 的 常数 项 ,得 到 相似 矩阵 有 相同 的 行列 式 ， 
因此 ,以 后 就 可 以 说 线性 变换 的 行列 式 了 . 

应 该 指出 ,定理 6 的 逆 是 不 对 的 ,特征 多 项 式 相同 的 矩阵 不 一 定 是 相似 的 .例如 


和 烛 是 
驮 三 屋 三 本 
0 1 0 1 


它们 的 特征 多 项 式 都 是 (A-1) ,但 4 和 了 召 不 相似 ,因为 和 4 相似 的 矩阵 只 能 是 4 
本 身 . 

最 后 ,我 们 指出 特征 多 项 式 的 一 个 重要 性 质 . 

哈密 顿 - 凯 莱 (Hamilton-Cayley) 定 理 设 4 是 数 域 P 上 一 ma 和 矩阵 ,KA)= | A 互 - 
4 | 是 4 的 特征 多 项 式 , 骨 

4)=4"-(ali+ao+…+an)4 +…+( -1) 14 有 8=O0. 
证 明 设 BA) 是 AE-4 的 伴随 矩阵 ,由 行列 式 的 性 质 , 有 
媚 ( 太 ) (五 -4)= | -4 | 五 = 扩 人 ) 玖 

因为 矩阵 B(A ) 的 元 素 是 | A 刁 -4 | 的 各 个 代数 余子 式 ,都 是 的 多 项 式 , 其 次 数 

不 超过 "上 因此 由 和 矩阵 的 运算 性 质 ,B(CA) 可 以 写成 
玉 ( 信 )=A 和 ”局 ,+A 再 ,+…+ 且 ，，， 


85 对 角 和 矩阵 中 


其 中 B，,B, ,…,B， 都 是 axn 数字 和 矩阵 山 . 
再 设 几 A)=A"+aiA" +…+， A+a , 则 
所 入) 国 = 入 " 刁 +aA 五 + +a, 五 . (6) 


吾 ( 入 ) (人 已-4)= (和 A7 忆 ,+A" 太 ,+… 和 + 及 ，)(A 刁 -4) 
= 入 "及 ,+ ( 盏 |-BB,4)+A( 肆 -至 4) 
+…+A( 甩 -有 ,4)- 甩 4. (7) 
比较 (6) 和 (7) ,得 


(8) 


- 刁 ， ,4=a, 匹 . 
以 4" ,4 ,4, 丐 依次 从 右边 乘 (8) 的 第 1,2,…,n,n+l 式 ,得 
B4 =E4"=4"， 
玉 ,站 ” -- 甩 由 = 本 EA” = 避 丰 ” ， 
4 一 -有 4 =0E4 =04 
- 〈9) 
刀 -五 4 =a PEA=a 4， 
= 万 双 =a, 友 
把 (9) 的 n+l 个 式 子 一 起 加 起 来 ,左边 变 成 零 ,右边 即 为 岂 4). 
故 几 4)= 0. 定 理 得 证 .1 
因为 线性 变换 和 和 拖 阵 的 对 应 是 保持 运算 的 ,所 以 由 这 定理 得 
推论 设 尽 是 有 限 维 空间 Y 的 线性 变换 ,/(A) 是 尽 的 特征 多 项 式 ,那么 
/sg)=0.1 


8$5 对 角 算 阵 


对 角 矩 阵 可 以 认为 是 矩阵 中 最 简单 的 一 种 .现在 我 们 来 考察 ,究竟 哪 一 些 线性 变 


吕 ) 


一 般 地 , 形 如 

入" 古 ,+A ”有 再 , 十 … 十 人 五 + 至 ， 
的 多 项 式 , 其 中 书 , , 媚 ,，…, 妨 ， 都 是 ix 数字 矩阵 ,就 叫做 一 个 矩阵 多 项 式 , 凤 叫做 它 的 阶 数 , 当 
B, 关 O 时 , 灵 叫 做 它 的 次 数 , 其 中 必 与 由 可 以 不 相同 ， 
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换 的 矩阵 在 一 组 适当 的 基 下 可 以 是 对 角 和 矩阵 . 
定理 7 ee T 时 和 厅 订 尖 轴 邮 的 王 阵 可 以 在 某 - 一 组 基 下 为 


和 5 


1 


证 明 全 .下 只 有 和 鸡 训 二话 - 
Ai 


这 就 是 说 ， 
ME=ABI， TI=1)2，…) 姑 
因此 ,es:,…，,s, 就 是 必 的 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

反 过 来 ,如 果 光 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 se ,，…,E,，, 那 么 就 取 5 ,E:，…，B， 
为 基 ,显然 ,在 这 组 基 下 忌 的 矩阵 是 对 角 符 阵 . ‖ 

为 了 进一步 给 出 一 些 判 别 条 件 ,我 们 来 证 

定理 8 届 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 . 

证 明 对 特征 值 的 个 数 作 数学 归纳 法 .由 于 特征 向 量 是 不 为 零 的 ,所 以 单个 的 特 
征 向 量 必然 线性 无 关 .现在 设 属于 大 个 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 ,我 们 证 明 属于 
b+1 个 不 同 特征 值 ,An 的 特征 向 量 专 ,二 ,… 属 也 线性 无 关 . 

假设 有 关系 式 


Ci 过 十 wo 蕊 十 十 Ci 十 CiE = 〈1) 
成 立 . 等 式 两 端 乘 Ai ,得 
人 (2) 
(1) 式 两 端 同时 施行 变换 吧 , 即 有 
0 省 着 1 二 国生 《3 
《3) 减 去 (2) 得 到 


CI 和 AN-A) 过 十 …+GCA 一 AT)E =0 
根据 归纳 假设 , 吉 , 二 ，…, 线性 无 关 , 于 是 
ai(A-AD)EO0O，I=12 人 人 

但 Ai-Ai 天 0(0< 丰 ) ,所 以 ww=0(=1,2,…, 丰 ). 这 时 (1) 式 变 成 us =0. 又 因为 
去 天 0, 所 以 只 有 cn =0. 这 就 证 明了 专 , 关 ，… 忆 1 线 性 无 关 ， 

根据 归纳 法 原理 ,定理 得 证 .‖ 

从 上 面 这 两 个 定理 就 得 到 

一 如 果 在 ee 中 ， 了 区 册 办 二 区 二 中 有 普 个 


和 


本 


十 为 在 复数 寺中 储 - 个 ,次 多 项 式 都 有 1 个 根 ， 所 认同 淫 居 杨 可 以 引 机 
推论 2 汪汪 汪汪 坟 帮 人 如 果 线 性 变换 逐 的 特征 多 项 式 没 有 重 根 ,那么 


省， 村 ”他 


邓 - 汗 ”人 


8$5 对 角 和 矩阵 | 


在 一 个 线性 变换 没有 个 不 同 的 特征 值 的 情形 下 ,要 判别 这 个 线性 变换 的 矩阵 能 
不 能 成 为 对 角形 ,问题 就 要 复杂 些 .为 了 利用 定理 7, 我 们 把 定理 8 推广 为 
定理 9 如 果 A，…,A， en 而 GE 


Geir， 0 区, 全 > 本 


了 


“这 个 定理 的 证 明 与 本 定理 8 的 证 明 相仿 ,也 是 对 大 作 数 学 归纳 法 , 留 给 读者 来 做 . 

根据 这 个 定理 ,对 于 一 个 线性 变换 , 求 出 属于 每 个 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
把 它们 合 在 一 起 还 是 线性 无 关 的 .如 果 它 们 的 个 数 等 于 空间 的 维 数 ,那么 这 个 线性 变 
换 在 一 组 合适 的 基 下 的 矩阵 是 对 角 抢 阵 ; 如 果 它 们 的 个 数 少 于 空间 的 维 数 , 那 么 这 个 
线性 变换 在 任何 一 组 基 下 的 怎 阵 都 不 能 是 对 角形 的 . 换 句 话说 , 设 只 全 部 不 同 的 特征 什 
是 A,,，…,A,, 于 是 必 在 某 一 组 基 下 的 矩阵 成 对 角形 的 充分 必要 条 件 是 忌 的 特征 子 空间 


生 ” 必 | 霹 ” 汪 “有 1N 和 二 “人 


扩 。 了 的 维 数 之 和 等 于 空间 罗纹 数 


应 该 看 到 , 当 线性 变换 内 在 一 组 基 下 的 矩阵 4 是 对 角形 时 , 即 
Ai 


总 的 特征 多 项 式 就 是 
| 五 -4 | =(A-A)(A-A，)…(A-A，)， 
因此 ， 和 R 和 AR 革 条 和 人 


放 


和 1 


根据 $3 定理 5， 下 辣 泛 源 寺 国生 放 且 不 全 在 亲生 二 让 邓 1 志 天 的 癌 帮 晴 
当 于 一 个 矩阵 是 不 是 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 的 问题 .因此 ,这 一 节 的 讨论 也 就 解决 了 后 
一 个 问题 . 

例 1 在 8$4 的 例 2 中 ,已 经 算出 线性 变换 冯 的 特征 值 是 -1( 二 重 ) 与 5, 而 对 应 的 
特征 向 量 是 

才 三 BiI=SN5 过 EE5=P3， 老 ; 三 Ei 寺 2E5Ey， 
由 此 可 见 , 兴 在 基 专 , 骆 , 才 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 
= 0 0 
玉 =| 0 =-! 中 

0 0 5 
而 由 si,s:,s; 到 专 汉 : ,: 的 过 渡 矩 阵 是 


0 1 
0 1 了 工 |s 
= 


于 是 素 4 天 = 吕 ， 
例 2 斐 波 那 契 数列 (局 ,加 , 乱 )= (六 ) ,其 中 心 = 嫩 =1 ,而 
友 三 屹 :于 矿产 区 外 (4) 
我 们 将 用 矩阵 方法 再 次 求 出 必 的 一 个 统一 的 表达 式 .将 关系 式 (4) 添 上 
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这 个 式 子 说 明 ,wtEeLxwelwe…we). 因 此 必 『 了 包含 在 L(Mei we,…，wE,) 内 ， 
这 个 式 子 还 表明 基 像 组 的 线性 组 合 还 是 一 个 像 , 因 此 Csei ,we ,2E,) 包 含 在 %T 
内 .这 样 ,7Y=L(Owe ,we ME，). 

2) 根据 1) , 受 的 秩 等 于 基 像 组 的 秩 . 另 一 方面 ,矩阵 4 是 由 基 像 组 的 坐标 按 列 排 
成 的 .在 前 一 章 $ 8 中 曾 谈 过 , 若 在 二 维 线性 空间 了 中 取 定 了 一 组 基 之 后 ,把 了 的 每 一 
个 向 量 与 它 的 坐标 对 应 起 来 ,我们 就 得 到 了 到 声 ” 的 同 构 对 应 . 同 构 对 应 保持 向 量 组 的 
一 切线 性 关系 ,因此 基 像 组 与 它们 的 坐标 组 ( 即 和 矩阵 4 的 列 向 量 组 ) 有 相同 的 秩 . | 

定理 10 说 明 线 性 变换 与 矩阵 之 间 的 对 应 关系 保持 秩 不 变 . 

了 11 2 维 线性 空间 人 则 了 的 一 组 基 的 原 像 及 将 '(0) 的 


古人 


SR 
证 明 设 只 了 的 一 组 基 为 27 ,9 它们 的 原 像 为 es ,es ,eei=Wi(i=1， 
2,…;) .又 取 好 (0) 的 一 组 基 为 BE 5- 现 来 证 El ,ea 为 了 的 
基 . 如 果 有 


放 有 本 出 夺 有 于 人 瑟 Ai 叶 二 二 0 二 机 
用 必 去 变换 (1) 式 两 端的 向 量 , 则 
CEI+…+LEt+Et+t…+Ee=0=0. (2) 


因 E,…,E, 属于 %I(0) , 故 &%s =…=vE=0. 又 wsi=7i(i=1,2,…,r). 由 (2) 式 
即 得 
027,+427 十 十 177,=0. 
但 四 ,7 ,… ,9 是 线性 无 关 的 ,有 11=2 =…= 上 /=0. 于 是 
1.,E .+…+LE.=0， 

evE, 又 是 到 (0) 的 基 也 线性 无 关 , 就 有 1 =…=4=0 这 证 明了 eye vvEi 
El,…2, 是 线性 无 关 的 ， 

再 证 了 的 任 一 向 量 e 是 es,s，… ,ss …yE, 的 线性 组 合 .由 刀 = 叹 El ,7 
过 e, 是 池 的 基 , 就 有 一 组 数 7 ,… 光 ,使 

Ma=1 吧 EI+…+LME = (LEI+…+LE). 


于 汪 
Ca-0si -…-L2,)=10， 


让 一 五 | 一 所 一 下 二 到 <(C0)。 
EraiieayBE, 又 是 % -0) 的 基 ; 必 有 一 组 数 0"5 使 

让 一 2 一 … 一 /E, = ET 十 … 十 1.E,。 
于 是 

本 二 1 菇 | 二 = 十 1 瑟 才 1 | 要 -市 5 二 本， 
是 sl ,el，……E, 的 线性 组 合 . 这 就 证 明了 E ,se ，…2, ,EuE, 是 了 的 一 组 基 . 

由 了 的 维 数 为 m, 知 = 严 又 7 是 7 的 维 数 也 即 世 的 秩 ,s-r=n-r 是 &- (0) 的 维 数 ， 
即 巡 的 零度 .因而 
吧 的 秩 +x 的 零度 = 站 


$7 不 变 子 空间 | 上 


证 明 显然 , 当 且 仅 当 %wVY= 天 即 芭 的 秩 为 慰 时 , 双 是 满 射 ;另外 , 当 且 仅 当 sw1(00) 
= 10|1 , 即 沁 的 零度 为 0 时 , 必 是 单 射 ,于 是 由 上 述 定理 即 可 得 出 结论 .1 
应 该 指出 ,虽然 子 空 间 %Y 与 & -0) 的 维 数 之 和 为 允 , 但 是 %YVY+w-(C0) 并 不 一 定 
是 整个 空间 (参看 前 例 ), 
例 2 设 4 是 一 个 mxn 和 矩阵 ,42=4, 证 明 :4 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 
] 


] (3) 
0 
0 
证 明 取 一 荆 维 线性 空间 了 以 及 了 的 一 组 基 s， 有 
1 


我 们 来 证 明 ， 尽 在 一 组 适当 的 基 下 的 矩阵 是 (3) 这 样 ,由 定理 4, 也 就 证 明了 所 要 的 
结论 . 

由 4 =4, 可 知 & := 尽 .我 们 取 兴 了 的 一 组 基 四 7: 由 区 略 = 97 它 
们 的 原 像 也 是 7 ,… ,再 取 史 IC0) 的 一 组 基 7 ,79 由 定理 11 的 推论 知 :7，…， 
7 7, 是 了 的 一 组 基 . 在 这 组 基 下 , 光 的 和 抢 阵 就 是 (3). 1 


8$7 不 变 子 空间 


这 一 节 我 们 再 来 介绍 一 空间 ,同时 利用 不 
变 子 空间 的 杰 念 ,来 说 明 线性 变换 的 矩阵 的 化 简 与 线性 变换 的 内 在 联系 .这 样 , 对 上 面 
的 结果 可 以 有 进一步 的 了 解 . 

人 7 设 色 是 数 域 忆 上 线性 空间 Y 的 线性 变换 ,到 是 了 网 过 室 间 ， 全 下 中 的 


人 


例 1 旦 不 上 间 了 和 夫子 汪 : 间 101 ， 对 于 每 个 线性 变换 台 来 说 都 是 &%- 子 空间 . 

例 2 忌 的 值 域 与 核 都 是 %- 子 空间 ， 

按 定 义 , 光 的 值 域 汉 『 是 了 中 的 向 量 在 怪 下 的 像 的 集合 , 它 当 然 也 包含 吕 了 中 向 量 
的 像 ,所 以 %TF 是 忆 的 不 变 子 空间 ， 

几 的 核 是 被 嗓 变 成 零 的 向 量 的 集合 , 核 中 向 量 的 像 是 零 ,自然 在 核 中 ,因此 核 是 不 
变 子 空间 . 

例 3 若 线性 变换 光 与 史 是 可 交换 的 , 则 多 的 核 与 值 域 都 是 尽 - 子 空间 . 

在 多 的 核 页 中 任 取 一 向 量 专 , 则 
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这 个 式 子 说 明 ,weEeELxwel,we,…,wE). 因 此 gF 包含 在 L(wsl ,we ,weE,) 内 . 
这 个 式 子 还 表明 基 像 组 的 线性 组 合 还 是 一 个 像 ,因此 Le,wes we,) 包 含 在 7 
内 ,这 样 ,&Y=IL(xwsiwe Xe )， 

2) 根据 1) ,有 的 秩 等 于 基 像 组 的 秩 . 另 一 方面 ,矩阵 4 是 由 基 像 组 的 坐标 按 列 排 
成 的 .在 前 一 章 $8 中 曾 谈 过 , 若 在 维 线性 空间 了 中 取 定 了 一 组 基 之 后 ,把 了 的 每 一 
个 向 量 与 它 的 坐标 对 应 起 来 ,我们 就 得 到 了 到 疡 的 同 构 对 应 . 同 构 对 应 保持 向 量 组 的 
一 切线 性 关系 ,因此 基 像 组 与 它们 的 坐标 组 ( 即 矩 阵 4 的 列 向 量 组 ) 有 相同 的 秩 . 

定理 10 说 明 线 性 变换 与 矩阵 之 间 的 对 应 关系 保持 秩 不 变 . 

定理 11 设 坟 是 1 维 线性 空间 的 及 性 灾 你 则 光 了 的 一 组 基 的 原 像 及 怪 '(0) 的 


全 


了 的 秩 + 的 零度 =n 
证 明 设 有 区 了 的 一 组 基 为 i 372, 它们 的 原 像 为 sl ,sm…Eiei=TiC= 1， 
2,……,7). 又 取 w!(0) 的 一 组 基 为 eg,…，E 现 来 证 sl ,st ,eg vE, 为 了 的 
基 . 如 果 有 


太 夯 | 蕊 沁 大 本 寺 让 W 琴 sl 证 "直上 天 三 0. (1) 
用 肥 去 变换 (1) 式 两 端的 向 量 , 则 
MEI+ +LE+TEI+ + ME,= 必 0=0. (2) 


因 se ,,…,e, 属于 w-!(0) , 故 %e ,=…=Xe,=0. 又 wei=y7i(i=1,2,…,r). 由 (2) 式 
即 得 
/7 +472+…+127,=0. 
但 罗 ,7 ,… ,7, 是 线性 无 关 的 ,有 1 = =…=/=0. 于 是 
/Et+…+lE,=0， 

2 2E, 又 是 % 0) 的 基 也 线性 无 关 , 就 有 1 =…=14=0. 这 证 明了 gil,ea，…，Ei， 
81 是 线性 无 关 的 . 

再 证 站 的 任 一 向 量 ae 是 sl ,s,…,s ,suE, 的 线性 组 合 .由 思 = 叹 E ,7 = 
weE, 是 wy 的 基 ,就 有 一 组 数 1 ,… 包 ,使 

Ma=1 愉 BEi+…+E =2[(1Ei+…+LE,)， 


于 是 
式 ( 本 一 局 一 … 下 有 二 小 
即 
EC 一 放 EI 一 72B2 一 EEC0)， 
5 2 又 是 %-!(0) 的 基 , 必 有 一 组 数 0，… 必 ,使 
梳 一 用 机 二 二 全 本 二 轴 E 二 5 肌 它 : 
于 是 


CE=1E|+… 十 LE,+L EN 十 … 十 /.E， 
是 sl ,si 一 ,2, 的 线性 组 合 . 这 就 证 明了 El ,sr ,…,e,,E ,2E, 是 了 的 一 组 基 . 
由 了 的 维 数 为 mm, 知 *= 收 又 上 是 sy 的 维 数 也 即 芭 的 秩 ,s-r=n=-r 是 % (0) 的 维 数 ， 
即 芯 的 零度 .因而 
吧 的 秩 + 双 的 零度 = 站 


$7 不 变 子 空 间 中 


证 明 显然 , 当 且 仅 当 & = 六 即 吧 的 秩 为 二 时 , 双 是 满 射 ;另外 , 当 且 仅 当 巡 !(0) 
= 10| , 即 光 的 零度 为 0 时 , 双 是 单 射 , 于 是 由 上 述 定 理 即 可 得 出 结论 . 

应 该 指出 ,虽然 子 空间 %Y 与 &%-(0) 的 维 数 之 和 为 二 ,但 是 %TV+% (0) 并 不 一 定 
是 整个 空间 (参看 前 例 ). 

例 2 设 4 是 一 个 mxz 和 矩阵 ,42=4 ,证 明 :4 相似 于 一 个 对 角 和 矩阵 


a 


证 明 取 一 并 维 线性 空间 了 以 及 子 的 一 组 基 人 
CE,E ,E,)= (2Ei,E ,E, )4. 
我 们 来 证 明 ， 坟 在 一 组 适当 的 基 下 的 矩阵 是 (3). 这 样 ， 由 定理 4, 也 就 证 明了 所 要 的 
结论 . 
由 42=4, 可 知 只 2= 必 .我 们 取 汉 7 的 一 组 基 7 7 由 27 = =, 它 
们 的 原 像 也 是 7 ,39 再 取 哇 !(0) 的 一 组 基 7 ,3 由 定理 11 的 推论 知 :7 ，…， 
7 ,7719 是 了 的 一 组 基 . 在 这 组 基 下 ,% 的 矩阵 就 是 (3). |] 


8$87 不 变 子 空间 


一 节 我 们 再 来 介绍 一 个 关于 线性 变 

变 子 空 间 的 概念 ,来 说 明 线 性 变换 的 矩阵 的 化 简 与 线性 变换 的 内 在 联系 ,这 样 , 对 上 面 
的 结果 可 以 有 进一步 的 了 解 . 

定义 7 人 Y 的 线性 变换 ， 四 是 了 的 子 守 问 ， 人 人 


PP 


本 


癌 


多 1 内 不 二 辣 1 了 和 有 夫子 空间 101 ， 对 于 每 个 线性 变换 辟 来 说 都 是 改 - 子 空间 . 

例 2 甩 的 值 域 与 核 都 是 %- 子 空间 . 

按 定 义 , 光 的 值 域 &VY 是 了 中 的 向 量 在 下 的 像 的 集合 , 它 当 然 也 包含 &Y 中 向 量 
的 像 , 所 以 吧 7 是 忌 的 不 变 子 空间 ， 

几 的 核 是 被 双 变 成 零 的 向 量 的 集合 , 核 中 向 量 的 像 是 零 ,自然 在 核 中 ,因此 核 是 不 
变 子 空间 . 

例 3 若 线性 变换 凡 与 多 是 可 交换 的 , 则 钨 的 核 与 值 域 都 是 发- 子 空间 . 

在 及 的 核 上 中 任 取 一 向 量 专 , 则 
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殉 (gg 二 )= ( 丽 W) 志 = (以 到 ) 志 = 邮 ( 允 志 )= 吧 0=0， 
所 以 &g 有 在 印 下 的 像 是 零 , 即 &E e 古 . 这 就 证 明了 丽 是 &g- 子 空间 .在 钨 的 值 域 允 中 任 
取 一 向 量 允 7 , 则 
到 ( 允 7)= 双 (%mT7) E 顷 太 
因此 有 多 了 也 是 忌 - 子 空间 . 

因为 图 的 多 项 式 扩 &) 是 和 用 可 交换 的 ,所 以 灰 吕 ) 的 值 域 与 核 都 是 必 - 子 空间 .这 
种 用- 子 空 间 是 经 常 磁 到 的 . 

例 4 任何 一 个 子 空间 都 是 数 乘 变 换 的 不 变 子 空间 . 

这 是 由 于 , 按 定义 子 空间 对 于 数量 乘法 是 封闭 的 ， 

特征 向 量 与 一 维 不 变 子 空间 之 间 有 着 紧密 的 关系 . 设 不 是 一 维 必 - 子 空 间 ,上 是 不 
中 任何 一 个 非 零 向 量 , 它 构成 不 的 基 . 按 %g- 子 空间 的 定义 ,% 有 E 存 , 它 必 定 是 专 的 一 个 
倍数 , 即 

= 人 ji. 
这 说 明 专 是 名 的 特征 向 量 , 而 多 即 是 由 专 生 成 的 一 维 吧 - 子 空间 ， 

反 过 来 , 设 专 是 % 属 于 特征 值 Mu 的 一 个 特征 向 量 , 则 专 以 及 它 的 任 一 倍数 在 怪 下 
的 像 是 原 像 的 Xe 倍 ,仍旧 是 专 的 一 个 倍数 .这 说 明志 的 倍数 构成 一 个 一 维 必 - 子 空间 . 

显然 , 攻 的 属于 特征 值 Me 的 特征 子 空间 所 ,也 是 芭 - 子 空间 . 

我 们 指出 ,%- 子 空间 的 和 与 交还 是 %- 子 空间 ， 

设 双 是 线性 空间 了 的 线性 变换 , 丈 是 必 = 子 空间 .由 于 到 中 向 量 在 又 下 的 像 仍 在 克 
中 ,这 就 使 得 有 可 能 不 必 在 整个 空间 了 中 来 考虑 % ,而 只 在 不 变 子 空间 到 中 考虑 又 , 即 
把 世 看 成 是 不 的 一 个 线性 变换 , 称 为 妈 在 不 变 子 空间 丈 上 引起 的 变换 .为 了 区 别 起 见 ， 
我 们 用 符号 %| 到 来 表示 它 ;但 是 在 很 多 情况 下 ,仍然 可 用 允 来 表示 而 不 致 引起 混淆. 

必须 在 概念 上 和 弄 清 楚 %g 和 允 | 下 的 异同 : 必 是 了 的 线性 变换 ,中 每 个 向 量 在 % 下 
都 有 确定 的 像 ;g| 多 是 不 变 子 空间 下 上 的 线性 变换 ,对 于 到 中 任 一 向 量 专 ,有 

(2 | 取 ) 志 = 邓 专 
但 是 对 于 了 中 不 属于 妈 的 向 量 了 来 说 ,( 吧 | 允 )7 是 没有 意义 的 . 

例如 , 任 一 线性 变换 在 它 的 核 上 引起 的 变换 就 是 零 变 换 ,而 在 特征 子 空间 凤 , 上 引 
起 的 变换 是 数 乘 变换 Av- 

不 难看 出 ,如果 线 性 空间 的 子 空间 下 是 由 向 量 组 ai ,am…,aw, 生成 的 , 即 丈 = 
Laiaa ,ae ), 则 下 是 %- 子 空间 的 充分 必要 条 件 为 wa ,wa ,…，,wa, 全 属于 取 必 
要 性 是 显然 的 .现在 来 证 充分 性 .如 果 %ai ,wa:,，…，,%ea, 全 属于 不 ,由 于 到 中 每 个 向 量 
志 都 可 以 经 al ,ea ,ea, 线性 表 出 , 即 有 

去 三 后 GE 二 as 十 十 大 Ge 
所 以 
好 攻 = (ai+AMas+…+ ae ) eE 不 . 

下 面 讨论 不 变 子 空间 与 线性 变换 矩阵 化 简 之 间 的 关系 . 

1) 设 吧 是 维 线性 空间 了 的 线性 变换 ,四 是 了 的 &- 子 空间 .在 多 中 取 一 组 基 si， 
2 ,2t, 并 且 把 它 扩 充 成 了 的 一 组 基 


可 (1 


$7 不 变 子 空间 中 有 


那么 ,只 在 这 组 基 下 的 矩阵 就 具有 形状 


CU Qi 

QI CA Qkzl Qu 四 人 4， 用 (2) 
0 0 Qisai QU+1 O 4 

0 0 


We 上 阶 矩 阵 4, 就 是 巡 | 丈 在 四 的 基 si,s，…e 下 的 矩阵 . 
是 因为 到 是 &- 子 室 间 ,所 以 像 wa ,we , ,wa 仍 在 克 中 .它们 可 以 经 到 的 基 
21,E ,24 线性 表 出 , 即 
2EI=Qii1EI+CaiE 十 十 QTE， 


开 本 =QEIa2aB2 十 十 QiEk 


如 Bi =QIEEI 二 QE2 十 十 @ 人 EN 
从 而 忆 在 基 (1) 下 的 矩阵 具有 形状 (2) ,sd| 丈 在 勾 的 基 es， ,8 下 的 矩阵 是 4,， 
反之 ,如 果 肥 在 基 (1) 下 的 矩阵 是 (2) ,那么 不 难 证 明 , 由 sl,s,…，,g&i 生成 的 子 空 
间 到 是 必 - 子 空间 . 
2) 设 了 了 分解 成 若干 个 &%- 子 空间 的 直 和 ，, 即 


= 多 ,四 到 中 … 人 中 站. 
在 每 一 个 %- 子 空间 歼 , 中 取 基 
本 三 2 (3) 
并 把 它们 合并 起 来 成 为 了 的 一 组 基 / 则 在 这 组 基 下 ,名 的 矩阵 具有 准 对 角形 状 
4， 
4， 
(4) 
人 . 


其 中 4,(=1,2,…,s) 就 是 %g| 到 在 基 (3) 下 的 矩阵 . 

反之 ,如 果 线 性 变换 辟 在 基 7 下 的 矩阵 是 准 对 角形 (4) , 则 由 (3) 生 成 的 子 空 间 于 ， 
是 %g- 子 空间 . 

这 个 证 明 与 1) 相仿 , 留 给 读者 . 

由 此 可 知 ,矩阵 分 解 为 准 对 角形 与 空间 分 解 为 不 变 子 空间 的 直 和 是 相当 的 . 

下 面 我 们 应 用 哈密 顿 - 凯 莱 定理 将 空间 了 按 特征 值 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 和 . 
定理 12 设 线性 变换 的 特征 多 项 式 为 A) , 它 可 分 解 成 一 次 因 式 的 乘 和 
泌 天 让 三 【 汽 三 由 天 二 办 二 ) 全 攻 衣 二 和 7“ 

则 了 可 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 和 


用 


到 三 太 四 态 四 … 人 由 也， 
其 中 态 = 半 se7| (C%-AiE) 过 =0|. 
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由 第 七 章 线性 变换 


证 明 令 
故 A) 


Ag =(A-A) 遇 从 一 人 ij-， 下 砚 一 1 il 二 和 
成 AD= TCDn(A-ArDrCA-hon) weCA-A) 


及 
态 = 丰 (到 ) 甩 
则 V 是 记忆 g) 的 值 域 .由 本 节 的 例 3 知道 三 是 &- 子 空间 .显然 已 满足 
(%=AE 六 万 = 几 ww)Y=101， 
下 面 来 证 明 Y= 人 四 太 四 … 四 了 . 
为 此 要 证 明 两 点 ,第 一 ,要 证 了 中 每 个 向 量 ae 都 可 表 成 
人 =Qi+as+ 光 + 人 EL1=1,2，……，3， 

其 次 , 回 量 的 这 种 表示 法 是 唯一 的 . 

显然 (ACA) ,CA) :CA))=1, 因 此 有 多 项 式 WA) ,uC(A) (AD) 使 

LAJ) 廊 (A)+U (AD)A AD)+…+LCA)ACA)= 1， 


UL( 吧 ) 万 () +za( 到 ) 万 ( 慑 )+ 和 Hi( 邓 )7 GE) = 区 
这 样 对 中 每 个 向 量 w 都 有 
GE=L() 帮 (到 )a+ua() 六 2)a+ + (到 )A)a， 
其 中 
zw)FUx)aEr(ae)Y=Y 这 1.2 8 
这 就 证 明了 第 一 点 . 
为 证 明 第 二 点 , 设 有 
BtB:+…+B.=0， (5) 
其 中 B; 满足 
(ALE)7B =0 1=1,2， (6 
现在 证 明 任 一 个 B,=0. 
因 (A-A)) | FA) GO 天 ,所 以 帮 2D)Bi=00 关 i. 用 /( 吕 ) 作 用 于 (5) 的 两 边 , 即 得 
CD)B=0. 
有 
人 和 二 并 = 和 让 = 下 
所 以 有 多 项 式 4x(A) ,z(A) 使 
&(CA)ACA)+ICA)(CA-A) =1. 
于 是 
Bi;=&(2 JAD)B+OCZN) -ASE) Bi=0. 
现在 设 
ai+as+…+a,=10， 
其 中 ai e 性 :当然 wa; 满足 
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8 若 尔 当 (Jordan) 标 准 形 介绍 | 上 目 


(-AiE)ra =0 i=1,2,… ,5 
所 以 w =0(i=1,2,…,*). 由 此 可 得 到 第 一 点 中 的 表示 法 是 唯一 的 ， 
再 设 有 一 向 量 we (%-A;E) "的 核 .把 a 表示 成 


灾 =GI+G2T HGiET， 23 


ai+G2+… 二 (一 此 ) 上 +…+e =0. 
令 B=owyzxiBi=awrae, 则 B,B:，…:B, 是 满足 5) 和 (6) 的 向 量 .所 以 B, =B,=…= 
=…=B,=0, 于 是 we=aie 凡 ,这 就 证 明了 玉 是 (&-AE) 的 核 , 即 帮 = 站 了 | (AiE) 和 
0 
定义 8 VY,%, 故 A) 如 定理 12, 称 亚 =|Erl(x%X-Ae) 二 =0| 为 必 的 属于 特征 值 
Ai 的 根子 空间 , 常 记 为 六 


人 人 ”大 


8$8 车 尔 当 (Jordan) 标准 形 介绍 


同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 相似 的 ,我 们 期 望 通过 基 的 变换 使 它 的 矩阵 
化 为 简单 的 形状 .对 角 和 矩阵 具有 简单 形状 ,从 前 面 第 五 节 的 讨论 已 经 知道 ,并 不 是 每 个 
线性 变换 都 有 一 组 基 使 它 在 这 组 基 下 抢 阵 为 对 角形 .现在 提出 问题 :一 般 线性 变换 通 
过 选择 基 能 将 它 的 矩阵 变 为 什么 样 的 简单 形状 的 矩阵 .我 们 将 这 种 矩阵 称 为 线性 变换 
下 矩阵 的 标准 形 .这 个 问题 也 等 价 于 : 任 一 方 阵 经 过 相似 变换 能 变 成 什么 样 的 标准 形 . 
这 一 节 我 们 限制 在 复数 域 中 讨论 . 


定义 9 形 为 
AD 0 0 人 1 
1  Ao 0 0 0 0 
人 2 全 
上 旋 而 订 : 下 更 面 
0 D 工人 
的 年 阵 称 为 若 尔 当 块 ,其 中 A。 是 复数 . 由 若干 个 若 尔 当 块 组 成 的 准 对 角 算 阵 
JAD 
本 JCA,) 
J(A ,大 ) 


称 为 车 尔 当 形 矩 阵 ,其 中 A, ,A:,…,A, 为 复数 ,有 一 些 可 以 相同 . 


1 
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| 和 第 七 章 线性 变换 


1 0 0 
oo 
0 1 1 
1 0 0 0 0 
0 1 1 0.0 0 
}=| 19%0 
0 可 和 本 站 
0 1 去 


都 是 若 尔 当 形 矩阵 . 
关于 若 尔 当 形 和 矩阵 的 主要 绪 果 是 
人 二 二 六 汪汪 的 = 人 定 存在 一 组 


FA 


和 


证 明 人 全 内 刘 匡 为 人 2 人- < -和 
是 AAA) 的 全 部 不 同 的 根 .由 定理 12 知 了 可 分 解 成 妈 的 不 变 子 室 间 的 直 和 
Y= 岂 里 太 四 … 四 也， 
其 中 不 =| 寺 ETfl(%N-AiE) 去 =01. 我 们 如 能 证 明 在 每 个 六 上 有 一 组 基 ,使 % 1 在 该 基 
下 矩阵 为 若 尔 当 形 抢 阵 , 则 定理 得 证 . 
引 理 机 x 间 so 0 就 称 允 为 了 上 短 


人 


Ci 性 > 人 
印 a， 攻 a 万 ar 
(2) 
5 1 角 扣 Ia， 人 1 
(Ga =0) (Ya =0) … (8a.=0) 
于 是 G 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 
0 
1 0 
1 0 
时 0 
1 0 
人 (3) 
1 全 
大 
0 
1 1 
1 但 


$8 若 尔 当 (Jordan) 标准 形 介 绍 川上 


证 明 我 们 对 了 的 维 数 壮 作 归 纳 法 .za=1, 这 时 下 有 基 wa , 且 驴 al =Aiai 由 级 ai = 
Aiai =0, 得 =0. 于 是 wi( 多 ai =0) ,是 要 求 的 基 ， 

设 线性 空间 维 数 小 于 半 时 , 引 理 的 结论 成 立 .对 满足 引 理 条 件 的 维 线性 空间 只 
考察 号 的 不 变 子 空间 县 区 若 匈 了 的 维 数 仍 为 m, 则 甸 了 = 天 于 是 到了 = 多 (多 了 ) = 
多 -TY= 允 2Y= 汪 =. 罗 1= 六 但 弥 扩 10} ,得 FF=10| ,矛盾 . 故 及 的 维 数 小 于 壮 将 史 看 成 多 
了 上 的 线性 变换 , 仍 有 月 =04 由 归纳 假设 ,号 YY 上 有 基 


2 已 夭 E， 
荔 ， 多; 区 E 
(4) 
男 6 BE 级 -1E， 5 多 fr1E， 
( 色 ieEi=0) (有 :se=0) … (ge =0) 


其 中 太太 皆 为 正 整 数 . 由 于 es,s,,…,E, 皆 属 于 及 了 ,有 aa ,av ET 使 务 a 
=2i,…, 允 a,=2 排 出 下 列 向 量 组 : 


==-=----ccc===----=-----c---<=--------=*=--=--------=--=-------=--- 


ai 5 Qt， 
; 匈 a， 马 a 邹 a， 
有 丈 ai 2a， 22a 
ria oria ri 
oo 8a， an wm (5) 
艳 A+ler 勇 b+la， 组 以 1a， 
绥 a 多 上 
= 角 和 BE， = 多 关 2， 三 引 上 4 E， ET 
二 和 主 油 
| = =(0 


其 中 实 线 方 框 中 的 向 量 组 正 是 (4) 中 的 向 量 组 ,虚线 方 框 中 的 向 量 组 正 是 实 线 方 框 中 
各 向 量 在 罗 下 的 原 像 所 成 的 向 量 组 .最 后 一 行 中 的 ra ,…, 儿 a, 是 多 (0) 中 的 向 量 ， 
它们 是 多 YY 的 基 中 的 部 分 向 量 , 故 是 线性 无 关 的 .ww ,…,aw, 是 于 !(0) 中 的 向 量 , 它 们 与 
0a,… ,gua, 合 起 来 正 是 多 !(0) 的 一 组 基 , 并 组 成 上 述 向 量 组 (5) 的 最 后 一 行 .由 定 
理 11 知 虚 线 方 框 中 的 向 量 与 最 后 一 行 的 向 量 合 起 来 就 是 了 的 一 组 基 , 且 符合 引 理 的 
要 求 (这 时 和 ,=…= 人 =1). 完 成 了 归纳 法 . 中 

现在 回来 证 明定 理 13. 在 只 上 有 (及 - 太 ,多 "=0, 作 多 =( 必 -AE)IY , 则 多 =0 由 引 
理 , 有 兄 的 基 使 委 的 矩阵 为 形 如 (3) 的 若 尔 当 形 .于 是 怪 1VY,= 急 +A; 6 在 该 基 下 的 和 矩阵 为 
(3) 中 和 矩阵 与 人 ,已 的 和 , 即 为 
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站 中 第 七 章 线性 变换 


人 和; 
ji 六 ， 
Ai 
【六 
人 
宵 入 ， 
[1 
人 ; 
六 
一 一 一 
Ai 
ET 痪 ， 
人 ; 
下 六， 


也 是 若 尔 当 形 .把 每 个 态 的 上 述 基 合 起 来 是 了 的 基 , 光 在 该 基 下 的 抢 阵 仍 为 若 尔 当 形 
和 矩阵 . 

上 面 的 结论 用 和 矩 阵 语 言 表达 ,就 是 

肿 当 14 人 个 叶 一 定 与 一 人 人 


向 


本 


六 记 的 -性 的 结 果 ,我 们 将 在 下 二 章 利 用 和 - 拭 陈 的 性质 对 和 矩阵 相似 
作 更 全 面 的 讨论 .另外 ,在 附录 四 中 又 给 出 另 一 种 处 理 , 是 用 线性 空间 .线性 变换 .空间 
分 解 及 基底 的 语言 表述 的 , 称 为 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 . 

因为 若 尔 当 形 和 矩阵 是 三 角 和 抢 阵 , 故 %( 或 4) 的 若 尔 当 标准 形 中 主 对 角 线 上 的 元 素 
就 是 它 的 特征 多 项 式 的 全 部 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ) 

线性 变换 和 扼 阵 的 若 尔 当 标 准 形 问题 是 线性 代数 中 很 重要 的 课题 . 若 尔 当 标准 形 
是 在 复数 域 中 讨论 的 , 它 又 是 下 三 角形 抢 阵 ,有 很 多 应 用 . 


9 最 小 多 项 式 


根据 哈密 顿 - 凯 莱 定 理 , 任 给 数 域 PP 上 一 个 壮 阶 矩阵 4 ,总 可 找到 数 域 P 上 一 个 多 
项 式 几 xz) ,使 所 4)= 0. 如 果 多 项 式 凡 xz) 使 几 4)= O ,我 们 就 称 拟 z) 以 4 为 根 .当然 ,以 
4 为 根 的 多 项 式 是 很 多 的 ,其 中 次 数 最 低 的 首 项 系数 为 1 的 以 4 为 根 的 多 项 式 称 为 4 
的 最 小 多 项 式 . 这 一 节 讨 论 如 何 应 用 最 小 多 项 式 来 判断 一 个 矩阵 能 和 否 对 角 化 的 问题 . 
首先 介绍 最 小 多 项 式 的 一 些 基 本 性 质 . 


“$9 最 小 多 项 式 中 


引 理 1 抵 阵 4 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 
证 明 设 g(xz) 和 8g:(xz) 都 是 4 的 最 小 多 项 式 ,根据 带 余 除法 ,&g,(x*) 可 表 成 
可 (区 ) 三 四 2XJEi 匹 ) 十 F( 区 ) ， 
其 中 r(x)=0 或 a(r(z) )<a(g(xz) ) ,于 是 
si(4)=9q(4)s(4)+r(4)=O 

因此 r(4)= 0O. 由 最 小 多 项 式 的 定义 ,r(xz)= 0, 即 gs (xz) | g(xz). 同 样 可 证 g(z) | gs: (xz)， 
因此 g(x) 与 g(xz) 只 能 相差 一 个 非 零 常 数 因子 .又 因 gz) 与 gx(xz) 的 首 项 系数 都 等 
于 1, 所 以 gxz)=eg(z). 1 

应 用 同样 的 方法 ,可 证 下 述 引 理 . 

引 理 2 设 g(x) 是 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 ,那么 /xz) 以 4 为 根 的 充分 必要 条 件 是 
g(xz) 整 除 几 xz) 

由 此 可 知 , 和 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 是 4 的 特征 多 项 式 的 一 个 因 式 . 

例 1 数量 矩阵 全 的 最 小 多 项 式 为 x-A, 特 别 地 ,单位 矩阵 的 最 小 多 项 式 为 x-1， 
零 窍 阵 的 最 小 多 项 式 为 x. 

另 一 方面 ,如 果 4 的 最 小 多 项 式 是 1 次 多 项 式 , 那 么 4 一 定 是 数量 矩阵 . 
求 4 的 最 小 多 项 式 . 


例 2 设 
it 
| 1 
1 
解 ”因为 4 的 特征 多 项 式 为 
| xE-4 | =(z-1) ， 


al jj 

如 果 和 矩阵 4 与 妃 相 似 , 即 刀 =7T 47, 那 么 对 任 一 多 项 式 Kxz) ,/(B)=TAC4)T. 因 
此 7B)=O 当 上 且 仅 当 几 4)=O. 这 说 明 相 似 矩 阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 但 是 需要 注意 ， 
这 个 条 件 并 不 是 充分 的 , 即 最 小 多 项 式 相同 的 答 阵 不 一 定 是 相似 的 .下 面 的 例子 说 明 


这 个 结论 . 
例 3 设 
1 1 业 本 
4 = 刀 = 
1 2 
2 
4 与 刀 的 最 小 多 项 式 都 等 于 (*-1) (xz-2) ,但 是 它们 的 特征 多 项 式 不 同 , 因 此 4 委 
不 是 相似 的 . 


为 了 讨论 矩阵 对 角 化 的 问题 ,还 需要 用 到 下 面 的 引 理 . 
引 理 3 设 4 是 一 个 准 对 角 和 矩阵 


”1 
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并 设 4, 的 最 小 多 项 式 为 &i(*) ,4; 的 最 小 多 项 式 为 gx(*) ,那么 4 的 最 小 多 项 式 为 


六 


证 明 记 Rs 和 2 ] ,首先 


g(4)) 
-| 


多 


相 | 
因此 g(x) 能 被 4 的 最 小 多 项 式 整 除 .其 次 ,如 果 关 4)=O, 那 么 

1/(4,) 

h(4) = =O 
| 
所 以 AG4)=O,AC4:)=O, 因 而 gz) |AGz),8(z) |ACxz). 并 由 此 得 g&(x) |A(Cz). 这 
样 就 证 明了 g(x*) 是 4 的 最 小 多 项 式 . 
这 个 结论 可 以 推广 到 4 为 若干 个 矩阵 组 成 的 准 对 角 抢 阵 的 情形 . 即 如 果 
4 
4， 


克 ， 
4, 的 最 小 多 项 式 为 gi(*),i=1,2,…,s, 那 么 4 的 最 小 多 项 式 为 [gl(z),g (rz),…， 
&,(xz)]. 
引 理 4 上 天 阶 若 尔 当 块 


站 


三 
亿 
区 
的 最 小 多 项 式 为 (x-a) 
证 明 的 特征 多 项 式 为 (x-a) ,而 
0 
1 
J=a 五 = 
0 
1 0 
0 
A-1 O 
(oa 六 = 关 介 ， 
0 
1 


所 以 ,的 最 小 多 项 式 为 (zx-e) 

定理 15 数 域 忆 上 阶 乱 阵 4 与 对 角 垂 阵 相 似 的 充分 必要 条 件 为 4 的 最 小 多 项 
式 是 己 上 互 素 的 一 次 因 式 的 乘积 . 

证 明 根据 引 理 3 的 推广 的 情形 ,条件 的 必要 性 是 显然 的 . 

现在 证 明 充 分 性 , 


根据 矩阵 和 线性 变换 之 间 的 对 应 关系 ,我 们 可 定义 任意 线性 变换 过 的 最 小 多 项 


习题 1 


式 , 它 等 于 其 对 应 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 . 我 们 只 要 证 明 , 若 数 域 P 上 某 线性 空间 了 上 的 


线性 变换 几 的 最 小 多 项 式 g&(x*) 是 P 上 互 素 的 一 次 因 式 的 乘积 g&(x)= | (x-ai) , 则 性 
有 一 组 特征 向 量 做 成 了 的 基 . 

实际 上 ,由 于 &(%)Y= 101 ,用 定理 12 中 同样 步骤 可 证 『= 凡 四 …@ 四 不 ,其 中 斥 = 
| 上 革 | (5&-aiE) 志 =0 寺 <sTYl. 把 包 , 态 各 自 的 基 合 起 来 就 是 了 的 基 . 而 每 个 基 向 量 都 属 
于 某 个 矿 , 因 而 是 4 的 特征 向 量 . ‖ 

推论 复 矩 阵 4 与 对 角 和 抢 阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 4 的 最 小 多 项 式 没 有 重 根 . 


过 


题 


1. 判别 下 面 所 定义 的 变换 ,哪些 是 线性 的 ,哪些 不 是 : 
1) 在 线性 空间 了 中 ,ws 和 =e#+a, 其 中 asyY 是 一 固定 的 向 量 ; 
2) 在 线性 空间 Y 中 ,wzt#=w, 其 中 必 sY 是 一 固定 的 向 量 ; 
3) 在 忆 中 , 改 (z zz)= (到 22Tw3 和 ) 
4) 在 忆 中 ,到 (za )= (2 一 za 34+X3 ,部 ) 3 
5) 在 忆 xj 中 , 改 Kxz)= 帮 xz+l); 
6) 在 Ps] 中 ,%Az)= 人 xn) ,其 中 必 E 已 是 一 固定 的 数 ; 


7) 把 复数 域 看 作 复数 域 上 的 线性 空间 ,sz& = 志 ; 
8) 在 天 "中 , 必 ( 夺 )= BXC, 其 中 互 ,Ce P" "是 两 个 固定 的 矩阵 . 

2. 在 几何 空间 中 , 取 正 交 坐 标 系 Oxyz. 以 必 表 示 将 空间 绕 Ox 轴 由 Oy 向 0z 方向 旋转 90* 的 变换 ， 
以 多 表示 绕 0y 轴 由 0z 向 0 方向 旋转 90* 的 变换 ,以 多 表示 绕 0z 轴 由 Or 向 0y 方向 旋转 90* 的 变 
换 .证 明 ， 

型 4= 胃 4 = 将; = ， & 及 关 和 MY 但 好 : 国 2 =G 1 
并 检验 (& 胞 ) “= 性 ? 匈 ? 是 否 成 立 . 
3. 在 P[z] 中 ,wz)= 大 (x) , 锅 Kz)= sz) 证明: 
2- 有 =C. 
4. 设 % ,多 是 线性 变换 ,如 果 . 以 G-2=& ,证 明 : 
开罗- 用 = 上 ， 人 >1. 

5. 证 明 :可 逆 变 换 是 双 射 
. 设 se,…,e, 是 线性 空间 了 的 一 组 基 , 必 是 下 上 的 线性 变换 ,证 明 : 必 可 逆 当 且 仅 当 we,， 
we …,2E, 线性 无 关 . 

. 求 下 列 线性 变换 在 所 指定 基 下 的 矩阵 : 
1) 第 1 题 4) 中 变换 妈 在 基 si,=(1,0,0) ,se:=(0,1,0),s;=(0,0,1) 下 的 矩阵 ; 
2) [Ooiei ,ea ] 是 平面 上 一 直角 坐标 系 , 叹 是 平面 上 的 向 量 对 第 一 和 第 三 象限 角 的 平分 线 的 垂 
直 投 影 , 匈 是 平面 上 的 向 量 对 e, 的 垂直 投影 , 求 以 ,多 , 本 在 基 si ,s, 下 的 矩阵 ; 
3) 在 空间 P[z], 中 , 设 变换 冯 为 Kxz) 一 (xz+1)-Kz) , 求 必 在 基 

%(Y 一 1)…(x 一 it 工 ) 

让 


CN 


v 


E0=1， 


i=1,2,…,Pn=1 


下 的 矩阵 ; 
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4) 6 个 函数 
EI=e ”cos 1， EJ=e” sin bx， E3i =TYe” cos br， 
二 站 汉 二 机 
E,=Xe sin bx， Ei 二 e ”cos bx， 8 一作 esin bx 


的 所 有 实 系数 线性 组 合 构成 实数 域 上 一 个 6 维 线性 空间 , 求 微分 变换 驴 在 基 sj(i=1,2,…,6) 下 的 
和 矩阵 ; 
5) 已 知 PP 中 线性 变换 邓 在 基 mi =(-1,1,1) ,7:=(1,0,-1) ,7;=(0,1,1) 下 的 矩阵 是 


1 0 1 
1 于 从 | 
这 


求 %% 在 基 ei=(1,0,0) ,ez=(0,1,0) ,ss=(0,0,1) 下 的 矩阵 ; 
6) 在 忆 中 ,必定 义 如 下 : 


愉 1 =(-5,0,3) ， 1 =(-1,0,2) ， 
| 其 中 /7 =(0,1,1)， 
2 =(-5 一 17?9)， 1 =f3i1i0)5 


求 必 在 基 E) =(1,0,0) ,E2=(0,1,0) ,23=(0,0,1) 下 的 矩阵 ; 
7) 同上 , 求 %g 在 困 1 17 77 下 的 矩阵 ， 
8. 在 P”“ 中 定义 线性 变换 


Q 用 Q 了 
i( 下 ) = 小 ai( 互 ) -二 让 
| | 
下 
c 了 过 人 这 


求 w， 本 在 基 天， ,五 :, 巨 2， , 刁 2 下 的 矩阵 . 


9. 设 三 维 线性 空间 了 上 的 线性 变换 双 在 基 esi ,ss; 下 的 矩阵 为 


an Clz Ca 


3( 焉 ) 


确 三 |azl 忌 z CQ23 
1) 求 双 在 基 si,s,s, 下 的 窍 阵 ; 
2) 求 双 在 基 el ,ke:,s; 下 的 矩阵 ,其 中 上 E 己 且 人 4 关 0; 
3) 求 双 在 基 e+ei,E:,E; 下 的 矩阵 ， 
10. 设 必 是 线性 空间 了 上 的 线性 变换 ,如 果 妈 和 过 关 0, 但 双人 过 =0, 求 证 去 ,ws , 邓 生 去 (上 0) 线 
性 无 关 ， 
11. 在 半 维 线性 空间 中 , 设 有 线性 变换 光 与 向 量 专 ,使 得 叹 ” 二 关 0, 但 吧 嘻 =0, 求 证 芭 在 某 组 基 下 
的 矩阵 是 


0 0 0 

0 0 
0 1 0 
0 TO 


12. 设 了 是 数 域 P 上 维 线性 空间 .证 明 :『 上 的 与 全 体 线性 变换 可 交换 的 线性 变换 是 数 乘 变换 . 


习题 /各 


13. 妈 是 数 域 P 上 维 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 .证 明 : 如 果 双 在 任意 一 组 基 下 的 矩阵 都 相同 ， 


那么 必 是 数 乘 变换 . 
14. 设 el ,si,si,E4 是 4 维 线性 空间 了 的 一 组 基 , 已 知 线性 变换 只 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 
2 
= 
Ti 要 可 洒 
2 =-2 1 =2 


1) 求 吧 在 基 =ei-2e:+Eg, ,7 =3E:-E;-E, ;=Ei+Ei, ,=224 下 的 矩阵 ; 
2) 求 吧 的 核 与 值 域 ; 
3) 在 双 的 核 中 选 一 组 基 ,把 它 扩 充 成 站 的 一 组 基 ,并 求 双 在 这 组 基 下 的 矩阵 ; 
4) 在 的 值 域 中 选 一 组 基 ,把 它 扩 充 成 Y 的 一 组 基 ,并 求 必 在 这 组 基 下 的 矩阵 . 
15. 给 定 户 的 两 组 基 
8 =(1,0,1)， 已 =(2,1,0)， = 
妇 二 作业 2255 动 5 三 (2 二 5 5 三 2 了 5 
定义 线性 变换 双 ; 
MEi=， z= 工 2,3， 
1) 写 出 由 基 si,gi,Ei 到 基 7 ,7 ,95 的 过 滤 矩 阵 ; 
2) 写 出 双 在 基 si ,si,si 下 的 矩阵 ; 
3) 写 出 必 在 基 i ,ma,7: 下 的 矩阵 . 
16. 证 明 ; 


人 


吧 A， 


相似 ,其 中 己 忆 入 是 1,2,… 必 的 一 个 排列 . 
17. 如 果 4 可 道 ,证 明 :48 与 B4 相似 . 
18. 如 果 4 与 吾 相 似 ,C 与 忆 相似 ,证 明 : 


4 0 
从 
相似 ， 


19, 求 复数 域 上 线性 空间 了 的 线性 变换 总 的 特征 值 与 特征 向 量 , 已 知 世 在 一 组 基 下 的 矩阵 为 : 


3 4 0 4a 
| | oa-| 
和 2 -4 0 


1 ] 1 1 本 一 3 
1 二 | 0 | 
1 

1 


| 本 
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0 0 1 避 “有 

本 过 司 太 工程 | 6) 4=| -2 0 3|; 
1 0 0 -1 -3 0 
3 1 0 

7) 4=| =4 =1 0|， 
4 -8 -2 

20. 在 上 题 中 哪些 变换 的 矩阵 可 以 在 适当 的 基 下 化 成 对 角形 ? 在 可 以 化 成 对 角形 的 情况 , 写 出 


相应 的 基 变 换 的 过 渡 和 矩阵 了 ,并 验算 7 47 
21. 在 PLz],(n>1) 中 , 求 微分 变换 急 的 特征 多 项 式 , 并 证 明了 在 任何 一 组 基 下 的 矩阵 都 不 可 能 


是 对 角 和 矩阵 . 
22. 设 
1 二 2 
4 = = 了 | 
0 4 3 
求 4 
23. 设 s, ,ga ,si,E4 是 4 维 线性 空间 Y 的 一 组 基 ,线性 变换 &g 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 
3S 二 党 一 二 3 
3 三 三 加 区 
4 = ] 9 5 
= 
二 革 C 3 所 二 吧 
1) 求 % 在 基 
困 1 =EI+2E: 十 E3 十 E4 ， 
力 : = 2E1i+38:+E3， 
03 二 2E3， 
信 4 三 Ex 
下 的 矩阵 ; 


2) 求 妈 的 特征 值 与 特征 向 量 ; 
3) 求 一 可 道 矩阵 了 ,使 7Z 47 成 对 角形 . 
24. 1) 设 AM,A; 是 线性 变换 用 的 两 个 不 同 特征 值 ,sei,s; 是 分 别 属 于 A,,A; 的 特征 向 量 , 证 明 ; 
2i+e; 不 是 吧 的 特征 向 量 ; 
2) 证 明 : 如 果 线 性 空间 了 的 线性 变换 双 以 上 中 每 个 非 零 向 量 作为 它 的 特征 向 量 ,那么 又 是 
数 乘 变换 . 
25. 设 了 是 复数 域 上 的 维 线性 空间 ,% , 允 是 YY 上 的 线性 变换 , 且 % 妥 = 肥 w .证 明 : 
1) 如 果 An 是 儿 的 一 特征 值 ,那么 改 , 是 多 的 不 变 子 室 间 ; 
2)  , 邹 至 少 有 一 个 公共 的 特征 向 量 . 
26. 设 了 是 复数 域 上 的 二 维 线性 空间 ,而 线性 变换 尽 在 基 si,s:,…,s. 下 的 矩阵 是 一 若 尔 当 块 . 
证 明 : 
1) 了 中 包含 ge 的 %- 子 空间 只 有 上 也 自身; 
2) 了 中 任 一 非 零 %- 子 空间 都 包含 e,; 
3) 不 能 分 解 成 两 个 非 平凡 的 必 - 子 空间 的 直 和 . 
27. 求 下 列 矩 阵 的 最 小 多 项 式 ; 


补充 题 | 有 


0 0 1 
-多 上 
1)|0 1 0|; 2) 
3 = 3 1 
1 OO 0 
= 下 由 
补 充 题 


一 


. 设 尽 ,有 是 线性 变换 ,% “= 吧 , 细 := 匈 .证 明 : 
1) 如 果 (gg+ 色 ) =%+ 允 ,那么 发 及 =0; 
2) 如 果 到 盏 = 多 of ,那么 ( 凡 + 绥 -有 ) = + 多 -发 . 
: 设 了 是 数 域 忆 上 维 线性 空间 ,证明 :由 上 了 的 全 体 线性 变换 组 成 的 线性 空间 是 居 维 的 . 
. 设 吕 是 数 域 上 mm 维 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 .证 明 : 
1) 在 P[ 中 中 有 一 次 数码 吧 的 多 项 式 凡 xz) ,使 疡 吧 )=0; 
2) 如 果 A&g)=0,g(CX)=0, 那 么 d(&g)=0, 这 里 d(x) 是 zx) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 ; 
3) 可 道 的 充分 必要 条 件 是 ,有 一 常数 项 不 为 零 的 多 项 式 Kx) 使 Kg)=5. 
4. 设 吧 是 线性 空间 了 上 的 可 逆 线 性 变换 . 
1) 证 明 ;: 光 的 特征 值 一 定 不 为 0; 


2) 证 明 :如 果 A 是 双 的 特征 值 ,那么 二 是 尽 -! 的 特征 值 


5. 设 双 是 线性 空间 上 的 线性 变换 ,证明 :有 的 行列 式 为 零 的 充分 必要 条 件 是 g 以 零 作 为 一 个 
特征 值 . 
6. 设 4 是 一 并 阶 下 三 角形 矩阵 ,证明 : 
1) 如 果 oa 关 or 当 记 =1,2, ,那么 4 相似 于 一 对 角 矩 阵 ; 
2) 如 果 ai =aa=…=aw, 而 至 少 有 一 cv 关 0(iozj) ,那么 4 不 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
7. 证 明 : 对 任 一 mxn 复 矩 阵 4 ,存在 可 道 矩 阵 了 ,使 T 7 47 是 上 三 角形 和 矩阵. 
8. 证 明 : 如 果 %, ,ww ,…, 吧 , 是 线性 空间 YY 上 的 * 个 两 两 不 同 的 线性 变换 ,那么 在 了 中 必 存 在 向 
量 ae, 使 waswa,…,w%,a 也 两 两 不 同 . 
9. 设 怪 是 有 限 维 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 ,多 是 了 的 子 空 间 , 双 四 表示 由 四 中 向 量 的 像 组 成 的 
子 空 间 .证 明 ; 


LI 


维 ( 邓 允 )+ 维 (C% (0) 有 )= 维 ( 陈 ). 
10. 设 % ,多 是 维 线性 空间 了 上 的 两 个 线性 变换 .证 明 : 
邮 荔 的 秩 二 吧 的 秩 + 多 的 秩 -m. 
11. 设 % := ,多 := 邹 . 证 明 : 
1) 史 与 罗 有 相同 值 域 的 充分 必要 条 件 是 发 细 = 匈 ,9ef = ; 
2) 必 与 多 有 相同 的 核 的 充分 必要 条 件 是 发 外 = 双 ,有 sd =9， 
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第 八 章 
和 -和 矩阵 


8S1 =- 矩阵 


设 忆 是 一 个 数 域 ,A 是 一 个 文字 , 作 多 项 式 环 P[A]. 一 个 矩阵 ,如果 它 的 元 素 是 和 
的 多 项 式 , 即 P[A] 的 元 素 ,就 称 为 A- 和 矩阵 .在 这 一 章 ,我 们 来 讨论 A- 抢 阵 的 一 些 性 质 ， 
并 用 这 些 性 质 来 证 明 上 一 章 第 八 节 中 关于 若 尔 当 标准 形 的 主要 定理 . 

因为 数 域 P 中 的 数 也 是 PLA] 的 元 素 , 所 以 在 和 - 乍 阵 中 也 包括 以 数 为 元 素 的 拢 
阵 . 为 了 与 -和 矩阵 相 区 别 , 有 时 我 们 把 以 数 域 已 中 的 数 为 元 素 的 抢 阵 称 为 数字 抢 阵 .以 
下 用 4(A) ,B(A) ,… 表 示 A- 和 矩阵 ， 

我 们 知道 ,PLA] 中 的 元 素 可 以 作 加 \` 减 、 乘 三 种 运算 ,并且 它们 与 数 的 运算 有 相同 
的 运算 规律 .而 矩阵 加 法 与 乘法 的 定义 只 是 用 到 其 中 元 素 的 加 法 与 乘法 ,因此 ,我 们 可 
以 同样 定义 A- 和 矩阵 的 加 法 与 乘法 ,它们 与 数字 和 抢 阵 的 运算 有 相同 的 运算 规律 .这 些 就 
不 重复 叙述 与 证 明了 . 

行列 式 的 定义 也 只 用 到 其 中 元 素 的 加 法 与 乘法 ,因此 ,同样 可 以 定义 ”xn 的 和 -和 矩 
阵 的 行列 式 . 一 般 地 ,A- 和 撼 阵 的 行列 式 是 和 的 一 个 多 项 式 , 它 与 数字 和 抢 阵 的 行列 式 有 相 
同 的 性 质 .例如 ,对 于 A- 和 矩 阵 的 行列 式 , 和 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 行列 式 的 乘积 这 一 
论 ,显然 是 对 的 . 

既然 有 行列 式 , 也 就 有 A- 抢 阵 的 子 式 的 概念 .利用 这 个 概念 ,我们 有 

是 区 工 如 果 入- 人 村 人 而 所 有 r+1 阶 子 式 


者 售 1 着 


对 于 数字 矩阵 ， 过 导语 汪 捕 丰 六 是 二 大 风 

与 以 前 一 样 ,我 们 还 有 

定义 2 mx 的 A- 和 矩阵 4(A) 称 为 可 逆 的 ， | 和 矩阵 3(A) ,使 

4(A)B(A)= 有 (人 A)4(A)= ( 志 

其 中 瓦 是 于 阶 单位 矩阵 .适合 (1) 的 矩阵 召 (A) 站 -的 ) 称 为 4(A) 的 道 拭 阵 ， 记 
为 4-(A)， 

关于 A- 和 矩 阵 可 逆 的 条 件 有 : 

定理 1 ?zxm 的 A- 惩 阵 4(A) 是 可 逆 的 充分 必要 条 件 为 行列 式 |4(A) | 是 一 非 堆 
的 数 . 


$ 2 A- 和 矩阵 在 初等 变换 下 的 标准 形 | 由 


证 明 先 证 充分 性 . 设 
=|4(A) | 
是 一 非 零 的 数 .4 (A) 是 4(A) 的 伴随 矩阵 , 它 也 是 A- 和 矩阵 ,而 


要 
4(A) 本 4 (A)= 4 (CA)4(A)= 媚 


因此 ,4(A) 可 逆 . 
反 过 来 ,如 果 4(A) 可 首 , 在 (1) 的 两 边 取 行 列 式 ， 
14(A) | 1B8(A) 1= | 已 | =1， 
因为 |4(A) | 与 |B(A) | 都 是 和 的 多 项 式 ,所 以 由 它们 的 乘积 是 1 可 以 推 知 ,它们 都 
是 零 次 多 项 式 ,也 就 是 非 零 的 数 . 


$ 2 A- 和 矩阵 在 初等 变换 下 的 标准 形 


A- 抢 阵 也 可 以 有 初等 变换 ， 
定义 3 下 A- 和 矩阵 的 初等 变换 : 


和 
9 
司 ” 生 | 认 人 


和 数字 矩阵 的 初等 变换 一 样 ， 可以 引进 初等 矩阵 例如 ， 检 妆 好 组 降 的 入 了 行 而 
2o(A) 倍 加 到 第 行 上 (或 第 列 的 wo(A) 倍 加 到 第 7 列 上 ) 得 
第 ; 列 第 /7 列 


1 … oo(A) 第 i 行 
忆 吉 站 现 7 


仍 用 P( 站 表示 由 单位 矩阵 经 过 第 ; 行 第 7 行 (或 第 ; 列 与 第 7 列 ) 互 换 位 置 所 得 的 初 
等 矩阵 ,用 P(iCc) ) 表 示 用 非 零 常数 乘 单位 矩阵 第 i 行 所 得 的 初等 矩阵 .同样 地 ,对 一 
个 sxn 的 -和 抢 阵 4(A) 作 一 次 初等 行 变换 就 相当 于 在 4(A) 的 左边 乘 相应 的 sxs 初等 
和 矩阵 ;对 4(A) 作 一 次 初等 列 变换 就 相当 于 在 4(A) 的 右边 乘 相应 的 nxn 初等 矩阵 . 
初等 矩阵 都 是 可 逆 的 ,并 且 有 
P(i) =P(iJ)，P(i(c)) =PCc ))，P(GiyCp)) =P(C7C-p)). 
由 此 得 出 初等 变换 具有 可 逆 性 : 设 A- 和 矩阵 4(A) 用 初等 变换 变 成 B(A) ,这 相当 于 对 
4(A) 左 乘 或 右 乘 一 个 初等 矩阵 .再 用 此 初等 矩阵 的 逆 和 矩阵 来 乘 刀 (A) 就 变 回 4(A) ,而 
这 逆 矩 阵 仍 是 初等 矩阵 ,因而 由 至 (A) 可 用 初等 变换 变 回 4(A). 我 们 还 可 看 出 在 第 二 
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种 初等 变换 中 ,规定 只 能 乘 一 个 非 零 常数 ,这 也 是 为 了 使 P(i(c) ) 可逆 的 缘故 . 

定义 4 和- 矩阵 4(A) 称 为 与 BCA) 等 价 ,如 果 B(A) 可 以 由 4(A) 经 过 一 系列 初 
等 变换 将 得 到 

等 价 是 A- 和 矩阵 之 间 的 一 种 关系 ,这 个 关系 显然 具有 下 列 三 个 性 质 

1. 自 反 性 :每 一 个 和 -矩阵 与 自己 等 价 . 

2. 对 称 性 : 若 4(A) 与 互 (A) 等 价 , 则 下 (A) 与 4(A) 等 价 .这 是 由 于 初等 变换 具有 
可 逆 性 的 缘故 ， 

3. 传递 性 : 若 4(A) 与 妃 (A) 等 价 ,B(A) 与 C(A) 等 价 , 则 4(A) 与 CCA) 等 价 . 

应 用 初等 变换 与 初等 怎 阵 的 关系 即 得 , 抢 阵 4(A) 与 妃 (A) 等 价 的 充分 必要 条 件 
是 有 初等 得 阵 己 ,PPCQ OO 使 

4(A)= 三 | 忆 … 忆 呈 (A)COO…O， (1) 

这 一 节 主 要 是 证 明 任意 一 个 A- 抢 阵 可 以 经 过 初等 变换 化 为 某 种 对 角形 .为 此 , 首 
先 给 出 下 面 的 引 理 . 

引 理 ” 设 A- 和 矩阵 4(A) 的 左上 角 元 素 cu(A) 关 0, 并 且 4(A) 中 至 少 有 一 个 元 素 不 
能 被 它 除 尽 , 那 么 一 定 可 以 找到 一 个 与 4(A) 等 价 的 抑 阵 8(A) , 它 的 革 上 角 无 素 也 不 


FE 


证 明 根据 4(A) 中 不 能 被 5,(A) 除 尽 的 元 素 所 在 的 位 置 ,分 三 种 情形 来 讨论: 
1. 若 在 4(A) 的 第 一 列 中 有 一 个 元 素 as(A) 不 能 被 ci(A) 除 尽 , 则 有 
ai(CA)=a(A)9(A)+TrCA)， 
其 中 余 式 r(A) 关 0, 且 次 数 比 cu(A) 的 次 数 低 . 
对 4(A) 作 初等 行 变换 .把 4(A) 的 第 : 行 减 去 第 一 行 的 9(A) 倍 ,得 
ai(A) … ai(A) 


是 证 | 和 翅 国 国松 : 
9 ai(A) r(A) 


再 将 此 和 矩阵 的 第 一 行 与 第 行 互 换 , 得 
r(A) 


0 


B(A) 的 左上 角 元 素 r(A) 符 合 引 理 的 要 求 , 故 至 (^) 即 为 所 求 的 矩阵 

2. 在 4(A) 的 第 一 行 中 有 一 个 元 素 cu(A) 不 能 被 ci(A) 除 尽 , 这 种 情况 的 证 明 与 
1 类 似 ,但 是 对 4(A) 进 行 的 是 初等 列 变换 . 

3. 4(A) 的 第 一 行 与 第 一 列 中 的 元 素 都 可 以 被 ci,(A) 除 尽 ,但 4( 入 ) 中 有 另 一 
元 素 oji(A) (i>1,J>1) 不 能 被 cr,(A) 除 尽 . 我 们 设 ca(A)= an(A)e(A) .对 4(A) 作 下 
述 初等 行 变换 : 


8$2 A- 和 矩阵 在 初等 变换 下 的 标准 形 1 有 


面议 关 六 1 2 画 世 坟 
天 有 =| vi 
1 …- 二 0 
| 原 极 古井 人 
we 5 4 
| 0 和 NA 
= 丰 (A). 


矩阵 4,(A) 的 第 一 行 中 ,有 一 个 元 素 
ai(A)+(I-p(A) )av(A) 
不 能 被 左上 角 元 素 w,(A) 除 尽 , 这 就 化 为 已 经 证 明了 的 情况 2， 
定理 2 任意 一 个 非 零 的 sxn 的 A- 和 矩阵 4(A) 都 等 价 于 一 个 下 述 形式 的 矩阵 : 


da(A) 


d(A) 


其 中 r 过 1,d(A)(G=1,2，… 0 且 
人 全 攻 二 有 和 全 全 作 ji 一 1 . 

证 明 站 
不 能 除 尽 4(A) 的 全 部 元 素 ,由 引 理 ,可 以 找到 与 4(A) 等 价 的 召 (A) , 它 的 左上 和 角 元 
素 名 (A) 天 0, 并 且 次 数 比 au(A) 低 .如 果 妨 (A) 还 不 能 除 尽 吾 (A) 的 全 部 元 素 , 由 引 理 ， 
又 可 以 找到 与 妃 (A) 等 价 的 了 3(A) , 它 的 左上 角 元 素 02(A) 关 0, 并 且 次 数 比 乌 (A) 低 . 
如 此 下 去 ,将 得 到 一 系列 彼此 等 价 的 和 -矩阵 4(A) ,BA),B:;(A),… 它 们 的 左上 角 
元 素 皆 不 为 零 ,而 且 次 数 越 来 越 低 .但 次 数 是 非 负 整数 ,不 可 能 无 止境 地 降低 .因此 在 有 
限 步 以 后 ,我 们 将 终止 于 一 个 A- 和 殉 阵 中 .(A) , 它 的 左上 和 角 元 素 六 CA) 和 0, 而 且 可 以 除 
尽 互 ,(A) 的 全 部 元 素 名 (A) , 即 

5(A)=& CA)9(A)， 
对 如 (入 ) 作 初等 变换 
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吓人 4,(A) 0 … 0 
: 0 
We 病因 人 类 太 罗 让 
0 
在 右 下 角 的 和 -和 抢 阵 4,(A) 中 ,全 部 元 素 都 是 可 以 被 六 (A) 除 尽 的 ,因为 它们 都 是 下 ,(A) 
中 元 素 的 组 合 . 
如 果 4,(A) 关 O, 则 对 于 4;(A) 可 以 重复 上 述 过 程 , 进 而 把 矩阵 化 成 
站 as 
和 
0 0 
1 4:(A) 
0 0 


其 中 心 (A) 与 (A) 都 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 (d(A) 与 六 CA) 只 差 一 个 常数 倍数 ) ， 
而 且 d(A) | d(A) ,d(A) 能 除 尽 4;(A) 的 全 部 元 素 . 
如 此 下 去 ,4(A) 最 后 就 化 成 了 所 要 求 的 形式 .1 
最 后 化 成 的 这 个 矩阵 称 为 4(A) 的 标准 形 . 
例 用 初等 变换 化 A- 和 矩阵 
1 一 人 2A -1 入 
和 人 从 弹 
1+A A3+A-1 = 加 
为 标准 形 .具体 步骤 如 下 : 


1 Ti 1 
胡 ( 和 人 ) 一 一 0 | 一 一 | 0 克 从 
和 A3+A-l 1 TI 34+A=-1 14 


2A-1 1-A》 1 0 0 
= 人 罗 人 叶 1 从 人 
0 和 -AAA +A 0 和 -A AT+A 
1 0 0 站 0 
十 人 站 上 入 0 
0 AH+A A-A 0 和 A2+A -人 -人 
1 0 0 
十 从 0 | 
0 0 A+A 
83 不 变 因 了 


现在 来 证 明 ,A- 和 矩阵 的 标准 形 是 唯一 的 .为 此 ,我们 引入 
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定义 5 设 A- 和 矩阵 4(A) 的 秩 为 和 全 下 


由 定 义 可 知 ,对 于 秩 为 的 \- 和 矩阵, 行列 式 因 子 _ 其 有 /个 .行列 起 因子 的 意义 就 
在 于 , 它 在 初等 变换 下 是 不 变 的 ， 

定理 3 作息 和 生 放 是 直 全 他 芝 志 区 和 上 本 和 池 因 了 

证 明 我 们 只 需要 证 明 ,A- 和 矩阵 经 过 一 次 初等 变换 , 秩 与 行列 式 因子 是 不 变 的 . 

设 -和 矩阵 4(A) 经 过 一 次 初等 wa 刀 (A) , 帮 (CA) 与 5(A) 分 别 是 4(A) 与 
好 (入 ) 的 磊 阶 行列 式 因子 .我 们 证 明 . 亡 g. 下 面 分 三 种 情形 讨论 : 

1 4(A) 经 第 一 种 初等 行 变换 变 成 下 (入 ). 这 时 ,BCA) 的 每 个 左 阶 子 式 或 者 等 于 
4(A) 的 某 个 开 阶 子 式 ,或 者 与 4(A) 的 某 个 下 阶 子 式 反 号 ,因此 7A) 是 吾 (A) 的 大 阶 
子 式 的 公 因 式 ,从 而 ALA) | g(A)， 

2. 4(A) 经 第 二 种 初等 行 变换 变 成 召 (A). 这 时 ,BCA) 的 每 个 大 阶 子 式 或 者 等 于 
4(A) 的 某 个 丰 阶 子 式 , 或 者 等 于 4(A) 的 某 个 左 阶 子 式 的 ec 倍 . 因 此 六 A) 是 B(A) 的 上 
阶 子 式 的 公 因 式 , 从 而 几 A) |g&(A). 

3. 4(A) 经 第 三 种 初等 行 变换 变 成 轧 (A). 这 时 她 (A) 中 那些 包含 第 关 行 与 第 7 行 的 
上 阶 子 式 和 那些 不 包含 第 : 行 的 大 阶 子 式 都 等 于 4(A) 中 对 应 的 大 阶 子 式 ;B(A) 中 那些 
包含 第 : 行 但 不 包含 第 / 行 的 左 阶 子 式 , 按 行 分 成 两 部 分 ,而 等 于 4(A) 的 一 个 天 阶 子 
式 与 另 一 个 大 阶 子 式 的 +*p(A) 倍 的 和 ,也 就 是 4(A) 的 两 个 大 阶 子 式 的 组 合 .因此 灰 A) 
是 如 (A) 的 大 阶 子 式 的 公 因 式 ,从 而 扎 A) |g(A)， 

对 于 列 变换 ,可 以 完全 一 样 地 讨论 .总 之 ,如 果 4(A) 经 过 一 次 初等 变换 变 成 
B(A) ,那么 FA) |g(A). 但 由 初等 变换 的 可 逆 性 ,B(A) 也 可 以 经 过 一 次 初等 变换 变 成 
4(A). 由 上 面 的 讨论 ,同样 应 有 g(A) | /CA) ,于 是 几 A)=g(A). 

当 4(A) 的 全 部 左 阶 子 式 为 零 时 ,B(A) 的 全 部 丰 阶 子 式 也 就 等 于 零 ; 反 之 亦 然 . 因 
此 ,4(A) 与 互 (入 ) 既 有 相同 的 各 阶 行列 式 因子 ,又 有 相同 的 秩 .‖ 

现在 来 计算 标准 形 抢 阵 的 行列 式 因 子 . 设 标 准 形 为 

di(》) 
da(A) 


d (AD) 《1) 


其 中 帆 (A) ,da(A) ,…,d(A) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 且 diCA) |d(A)(C=1 2， 
r=-1). 不 难 证 明 ,在 这 种 形式 的 矩阵 中 ,如果 一 个 天 阶 子 式 包含 的 行 与 列 的 标号 不 完全 
相同 ,那么 这 个 天 阶 子 式 一 定 为 零 ( 读 者 自己 证 明 ). 因 此 ,为 了 计算 大 阶 行列 式 因 子 ， 
只 要 看 由 站) 放行 与 六 让 列 (1 生 < 总 <…< 放 去 让) 组 成 的 大 阶 子 式 就 行 了 ， 
而 这 个 大 阶 子 式 等 于 

d(A)d OA) ed CA) 
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显然 ,这 种 左 阶 子 式 的 最 大 公 因 式 就 是 
d(A)dA)…ad(A)， 
定理 4 》- 算 阵 的 标准 形 是 唯一 的 . 
证 明 设 (1) 是 4(A) 的 标准 形 . 由 于 4(A) 与 (1) 等 价 ,它们 有 相同 的 秩 与 相同 的 
行列 式 因 子 , 因 此 ,4(A) 的 秩 就 是 标准 形 的 主 对 角 线 上 非 零 元 素 的 个 数 r;4(A) 的 大 
阶 行列 式 因子 就 是 


忠生 训 让 全 和 总 《六 和 < 训 十 入。 江 二 二 交 丙 人 日 
于 是 
历 (站 已 (A) 
di(A)=DI(CA)， 三 = 瑟 ， 0 (3) 


这 说 明 4(A) 的 标准 形 (1) 的 主 对 角 线 上 的 非 零 元 素 是 被 4(A) 的 行列 式 因子 所 唯一 
决定 的 ,所 以 4(A ) 的 标准 形 是 唯一 的 .1 
定义 6 标准 形 的 主 对 角 线 上 非 零 元 素 帆 (A) ,4 (A) ,…,d(A) 称 为 A- 和 矩阵 


二 ,二 
“人 
请 -全 站 .区 全 -人 


宝 与 [93 约 因 了 人 -和 抢 阵 的 行列 式 因子 与 不 变 因子 之 间 的 关系 .这 
关系 式 说 明 ,行列 式 因 子 与 不 变 因 子 是 相互 确定 的 .因此 ， W 直 过 虹 站 相约 用 和 
式 因子 ,就 等 于 它们 有 相同 的 各 阶 不 变 因子 . 

必要 性 已 由 定理 3 证 明 ， 

充分 性 是 很 明显 的 .事实 上 , 若 A- 和 矩阵 4(A) 与 召 (A) 有 相同 的 不 变 因 子 , 则 4(A) 
与 刀 (A) 和 同一 个 标准 形 等 价 , 因 而 4(A) 与 了 CA) 等 价 . ] 

由 (3) 可 以 看 出 ,在 和 -和 矩阵 的 行列 式 因 子 之 间 , 有 关系 

罗网 这 斌 下 ,2 (4) 

在 计算 A- 和 矩阵 的 行列 式 因 子 时 ,常常 是 先 计 算 最 高 阶 的 行列 式 因子 .这 样 ,由 (4) 
我 们 就 大 致 用 了 低 阶 行列 式 因子 的 范围 了 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 来 看 可 逆 和 矩阵 的 标准 形 . 设 4(A) 为 一 个 axznm 可 逆 和 矩阵, 由 定 
理 1 知 

14(A) |=d， 
其 中 4 是 一 非 零 常数 .这 就 是 说 ， 

刀 ,(A) = |. 
于 是 由 (4) 可 知 ,Di(A)=1(CE=1,2,… 必 ), 从 而 

可 江恩 三 十。 其 三 二 和 列 
因此 ,可 道 矩 阵 的 标准 形 是 单位 窍 阵 已. 反 过 来 ,与 单位 矩阵 等 价 的 矩阵 一 定 是 可 逆 的 ， 
因为 它 的 行列 式 是 一 个 非 零 的 数 .这 就 是 说 ,矩阵 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 它 与 单位 抵 
阵 等 价 .又 矩阵 4(A) 与 下 (A) 等 价 的 充分 必要 条 件 是 有 初等 矩阵 已 ,P, ,…, 忆 ,CQ,， 
@.,…,O@,, 使 
4(A)= 忆 已 …PBCA)OOC…O. 

特别 地 , 当 召 (A)= 巨 时 ,就 得 到 


$4 矩阵 相似 的 条 件 | 是 


定理 6 第 阵 4(》) 是 可 轩 的 充分 必要 条 件 是 它 可 以 表 成 一 些 初等 年 降 的 季 积 .1 

由 此 又 得 到 矩阵 等 价 的 另 一 条 件 

推论 两 个 sxn 的 和- 矩阵 4(A) 与 瑟 (A) 等 价 的 充分 必要 条 件 为 ,存在 sxs 可 闻 
矩阵 P(A ) 与 可 于 XP 可 逆 和 矩阵 Q(A ) ， 使 


BA)=PA)4(A)OCA)， 


8$84 年 阵 相似 的 条 件 


在 求 数字 和 矩阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 时 曾 出 现 过 A- 和 矩阵 五 -4 ,我 们 称 它 为 双 
的 特征 矩阵 .这 一 节 的 主要 结果 是 证 明 两 个 wx 数字 矩阵 4 和 妃 相 似 的 充分 必要 条 件 
是 它们 的 特征 矩阵 A 瑟 -4 和 已 -B 等 价 . 

引 理 1 如 果 有 nxn 数字 年 阵 Pu, 使 

人 五-4=P,(AE-B)O，， (1) 

则 4 与 互 相似 , 

证 明 因 PC(AE-B)C=APO-PBC,, 它 又 与 全 -4 相等 ,进行 比较 后 应 有 
PC, = 五 ,P,BO,=4. 由 此 @u=Pi ,而 4=PBP) . 故 4 与 互相 似 . 

引 理 2 和 全 二 各 用 nx 数字 矩阵 4 和 A- 和 矩阵 g(A) 与 Y(A) ,一 定 存在 


人 


DA (至 - 0 (2 
Y(A)= 尺 (A)(AEE-4)+Y (3) 
证 明 把 VC(A) 改 写成 
DC(A)= 万 ,NA"+ 万 A++ 站 A+D，， 
其 中 D, ,Di ,…，,D, 都 是 nx 数字 和 抢 阵 ,而 且 忆 , 关 0O. 如 交 =0, 则 令 O(A)=O 及 = 
D, ,它们 显然 满足 引 理 2 要 求 . 
设 mm>0, 令 
EX)= 加 AN ”4ON 7 Ht+O +O i， 
其 中 心 都 是 待定 的 数字 和 矩阵 .于 是 
(AE=-4)OCA) 
=OA"+(O-40 A++O-40 A++ 40 )A-40。 
要 想 使 (2) 式 成 立 , 只 需 取 
CQ,=D。 
C@ = 了 +40O，， 
CC =D,+40O ， 


@.= Di+4CL 19 


人 1 三 用。 二 丛 os 
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D,=D +4O ， 
就 行 了 .用 完全 相同 的 办 法 可 以 求 得 及 (入 ) 和 多. 引 理 证 毕 .‖ 
定理 7 设 4, 中 是 数 域 尺 上 两 个 wx 和 矩阵, 4 与 妃 相 似 的 充分 必要 条 件 是 它们 
的 特征 矩阵 已-4 和 五 -五 等 价 . 
证 明 由 定理 6 的 推论 知道 道 A 巨 -4 与 》 五 -下 等 价 就 是 有 可 闭 的 和 -矩阵 忆 (A) 和 
Y(A) ,使 
人 五-4=U(A)(A-)Y(A). 〈4) 
先 证 必要 性 . 设 4 与 鼠 相 似 , 即 有 可 逆 和 矩阵 了 ,使 
4=T- BT7. 
于 是 
人 五 -4=A 人 巨 -T BT=T (A 巨 -8)T， 
从 而 AE-4 与 人 五 - 妃 等 价 . 
再 证 充分 性 . 设 AE-4 与 A 五 -下 等 价 , 即 有 可 逆 的 和 -矩阵 5(A) ,Y(A) 使 (4) 成 立 . 
用 引 理 2 ,存在 人- 抢 阵 Q(A) 和 尺 (A) 以 及 数字 抢 阵 C。 和 ,使 
VCA)=(AE-4)C(CA)+Do， (5) 
Y(A)= 尺 ( 太 )(A 五 -4)+T， (6) 
成 立 . 把 (4) 改 写成 
DC(A)-(AE-4)=(A 巨 -)V(A) ， 
式 中 的 Y(A) 用 (6) 代 入 ,再 移 项 ,得 
[V(A) 一 -(A 五 - 互 ) 尽 (入 ) ](A 羽 -4)= (人 羽 - 吾 ) 
右 端 次 数 ( 见 203 页 脚注 ) 等 于 1 或 W=O, 因 此 忆 (A) 一 -(A 瑟 - 玉 )R(A) 是 一 个 数字 矩 
阵 ( 后 一 情形 下 应 是 零 矩 阵 ) , 记 作 了 , 即 
7T=U(A) …-(A 五 - 刀 )(A) ， 
T(A-4)= (》 五 -了 )TV (7) 
现在 我 们 来 证 明了 是 可 逆 的 .由 (7) 的 第 一 式 有 
已 =U(A)T+D(A)(A-B)R(CA) 
=U(A)T+(AE-4)YCA)-RCA) 
=[(AE-4)CO(A)+Do]7T+(AEB-4)Y(CA) RCA) 
= DT+(AE=-4)[O(A)T+YCA) RCA)]， 
等 式 右 端的 第 二 项 必须 为 零 ,否则 它 的 次 数 至 少 是 1, 由 于 已 和 Du,7 都 是 数字 矩阵 ,等 
式 不 可 能 成 立 . 因 此 
瓦 = 过,T， 
这 就 是 说 ,7 是 可 逆 的 .由 (7) 的 第 二 式 得 
五 -4 =T(A 五 - 玉 ) TV,. 
再 用 引 理 1,4 与 总 相似 . 
甜 阵 4 的 特征 矩阵 人 五 -4 的 不 变 因 子 以 后 就 简称 为 4 的 不 变 因 子 .因为 两 个 A- 
矩阵 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 不 变 因子 ,所 以 由 定理 7 即 得 
推论 符 阵 4 与 吾 相 似 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 不 变 因 子 . 


本 


应 该 指出 ,nxn 矩阵 的 特征 矩阵 的 秩 一 定 是 赤 因此 ,zz 矩阵 的 不 变 因 子 总 是 有 


8$5 初等 因子 中 有 


个 ,并 且 , 它 们 的 乘积 就 等 于 这 个 矩阵 的 特征 多 项 式 . 
以 上 结果 说 明 ,不 变 因子 是 矩阵 的 相似 不 变量 ,因此 我 们 可 以 把 一 个 线性 变换 的 
任 一 矩阵 的 不 变 因 子 (它们 与 该 矩阵 的 选取 无 关 ) 定义 为 此 线性 变换 的 不 变 因子 . 


8$5 初等 因 于 


在 这 一 节 与 下 一 节 中 我 们 假定 讨论 中 的 数 域 已 是 复数 域 . 
上 面 已 经 看 到 ,不 变 因 子 是 矩阵 的 相似 不 变量 .为 了 得 到 若 尔 当 标准 形 ,再 引入 
定义 7 ee 


人 
汪汪 


例 设 12 阶 矩 阵 的 不 变 因 子 是 
LA AD (AT (AD +H 
按 定义 , 它 的 初等 因子 有 7 个 , 即 
(A-1) ，(A-1) ，(A-1) ，A+1，A+1，(A-i) ，(A+i)”， 
其 中 (A=-1) 出 现 三 次 ,A+l 出 现 二 次 . 
现在 进一步 来 说 明 不 变 因 子 和 初等 因子 的 关系 .首先 ,假设 ” 阶 和 矩阵 4 的 不 变 因 

子 届 CA),d(A)，…,d(A) 为 已 知 .将 diGOA)(C=1,2,…a) 分 解 成 互 不 相同 的 一 次 因 
式 方 寡 的 乘积 , 即 

由 (A)= (A-A) CA-A2) 2 (A-A)  ， 

d(A)= (入 -AN)2(A-A，) 全 (AAA) er， 

到 (入 ) 三 (从 一) (天 -As ) (从 -7 
则 其 中 对 应 于 应 兰 1 的 那些 方 寡 

(A-Aj) 9 矶 全 1 

就 是 4 的 全 部 初等 因子 .我 们 注意 不 变 因子 有 一 个 除 尽 一 个 的 性 质 , 即 

到 (和 |) 斌 2 
从 而 

(A=AD) 写 | (A=-A) se 1 28-137=1 ,2 
因此 ,在 dCA) ,d(A) ,…,d,(A) 的 分 解 式 中 ,属于 同一 个 一 次 因 式 的 方 宕 的 指数 有 递 
升 的 性 质 , 即 
了 
这 说 明 ,同一 个 一 次 因 式 的 方 寡 作 成 的 初等 因子 中 , 方 次 最 高 的 必定 出 现在 d(A) 的 
分 解 中 , 方 次 次 高 的 必定 出 现在 &,(A) 的 分 解 中 .如 此 顺 推 下 去 ,可 知 属 于 同一 
次 因 式 的 方 寨 的 初等 因子 在 不 变 因子 的 分 解 式 中 出 现 的 位 置 是 唯一 确定 的 . 
上 面 的 分 析 给 了 我 们 一 个 如 何 从 初等 因子 和 和 矩阵 的 阶 数 唯一 地 作出 不 变 因 子 的 
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方法 . 设 一 个 球 阶 矩阵 的 全 部 初等 因子 为 已 知 , 在 全 部 初等 因子 中 将 同一 个 一 次 因 式 
A-AiC=1,2,.…,r) 的 方 寒 的 那些 初等 因子 按 降 寡 排列 ,而 且 当 这 些 初 等 因子 的 个 数 不 
足 妈 时 ,就 在 后 面 补 上 适当 个 数 的 1 ,使 得 凑 成 寺 个 . 设 所 得 排列 为 
( 帮 一 四 全 有 太一 人) 全 (入 一) 二， 着 2 
于 是 令 
友 (A)= (和 -AD) (AAA ) 委 (AAA) 生 ， 主 1,2， 
则 心 (A) ,dd CA) ,4d(A) 就 是 4 的 不 变 因子 . 

这 也 说 明了 这 样 一 个 事实 :如 果 两 个 同 阶 的 数字 和 矩阵 有 相同 的 初等 因子 , 则 它们 
就 有 相同 的 不 变 因 子 , 因 而 它们 相似 .反之 ,如 果 两 个 矩阵 相似 , 则 它们 有 相同 的 不 变 
因子 ,因而 它们 有 相同 的 初等 因子 . 

综 上 所 述 , 即 得 

定理 8 两 个 同 阶 复 矩阵 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 初等 因子 . 1 

初等 因子 和 不 变 因 子 都 是 矩阵 的 相似 不 变量 .但 是 初等 因子 的 求法 与 不 变 因 子 的 
求法 比较 ,反而 方便 一 些 . 

在 介绍 直接 求 初 等 因子 的 方法 之 前 , 先 来 说 明 关 于 多 项 式 的 最 大 公 因 式 的 一 个 
性 质 : 

(AGOA) ,AGOA)) (8(CA) sa(A) )， 
事实 上 , 令 
CACA)SgICA) CA)SCA))=dCA)， 
CNGCA) ROAD)= 丰 (CA)， (CgICA) 82CA))= 吕 2(A)， 
显然 ,di(A) |daA),dCA) 1dCA). 由 于 (和 CA) ,8CA))=1, 故 ( 心 (A),d(A))=1, 因 
而 d(A)d(A) | dCA), 另 一 方面 ,由 于 wdCA) |ACA)g(CA) ,可 令 dA)=A)g(A) ,其 
中 几 A) |ACA) ,8CA) 8g(CA) .由 于 (1CA) ,8 CA))=1, 故 (KKA)，s(CA))=1 由 FA) 
| PCA)g(CA) 又 得 几 A) | 六 CA) ,因而 几 A) da(CA). 同 理 g(A) |d(A). 所 以 dCA) | wd(CA) 
已 (A). 于 是 dZ(A)=d(A)d CA). 


引 理 ” 设 
J 帮 CA)SICAD) 0 
4(4A)= 
PCA)SICAD) 0 ] 


BC(A)=| 
| 0 (CA)S2AD) 


9 


证 明 显然 ,4(A) 和 五 (和 ) 有 相同 的 二 阶 行列 式 因子 .而 4(A) 和 召 (A) 的 一 阶 行 
列 式 因 子 分 别 为 
dCA)=(ACA)SICA) PCOA)S CA) ) 
和 
d(A)=(PCA)8CA) CA)8CA) )， 
由 上 面 的 讨论 知道 ,g&CA) 和 袜 (A) 是 相等 的 ,因而 4(A) 和 有 好 (A) 也 有 相同 的 一 阶 行列 
式 因子 .所 以 4(A) 和 瑟 (A) 等 价 .】 


8$5 初等 因子 目 重 


下 面 的 定理 给 了 我 们 一 个 求 初等 因子 的 方法 , 它 不 必 事 先知 道 不 变 因 子 . 
定理 放 家 二 和 汪 和 A 一 4 汪 于 有 天 二 村 省 于 和 


人 
生 


证 明 设 已 - -4 RE 
太 ( 人 ) 
D(A)= 人 
九 (A) 
其 中 每 个 访 (A) 的 最 高 项 系数 都 为 1. 将 六 (A) 分 解 成 互 不 相同 的 一 次 因 式 方 寡 的 
及 (入 )= (入 -AN ) 各 (A 一 人) 全 …( 人 玉生 ， 守 =1 2， 

我 们 现在 要 证 明 的 是 ,对 于 每 个 相同 的 一 次 因 式 的 方 寡 (A-i) 汪 ,(A-A) 汪 ， 
(A-A)”(O=1,2,…,r 在 DA) 的 主 对 角 线 上 按 递 升 寡 次 排列 后 ,得 到 的 新 对 角 抢 阵 
D'(A) 与 D(A) 等 价 . 此 时 五 '(A) 就 是 》 五 -4 的 标准 形 而 且 所 有 不 为 1 的 (A-A))” 就 是 
4 的 全 部 初等 因子 ， 

为 方便 起 见 , 先 对 人 -=-A, 的 方 寡 进 行 讨 论 . 令 

&Ei(A)=(A-Aa) 2(A-A3) ap(A-A 一 ， = 1.2，…… 沁 ， 
入 基 
几 (A)=(A-A)g(A)，E=1,2， 
而 且 每 个 (A-A,) 2 都 与 g5(A) (=1,2,…,a) 互 素 . 如 果 有 相 邻 的 一 对 指数 后 > 上 , 则 
在 了 (A) 中 将 (A-A) 与 (A-A) 对调 位 置 ,而 其 余 因 式 保 持 不 动 .根据 引 理 ， 
(A-A DB(A) 0 
| 0 | 


(A-A Acecg(A) 0 
0 (A-A) 2gn(CA) 


等 价 .从 而 忆 (CA) 与 对 角 和 矩阵 
(A-A) ugi(A) 


J 册 


(A-AD eaEi(A) 
Di()A)= 
《天 二 和 元 
(A-A De,(A) 
等 价 . 然 后 对 五 ,(A) 作 如 上 的 讨论 .如 此 继续 进行 ,直到 对 角 抢 阵 主 对 角 线 上 元 素 所 含 
A-A, 的 方 寡 是 按 递 升 害 次 排列 为 止 .依次 对 A-A:,…,A-A, 作 同 样 处 理 , 最 后 便 得 到 
与 D(A) 等 价 的 对 角 算 阵 D'(A) , 它 的 主 对 角 线 上 所 含 每 个 相同 的 一 次 因 式 的 方 寡 ， 
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都 是 按 递 升 索 次 排列 的 . 1 


8$6 若 尔 当 标 准 形 的 理论 推导 


我 们 用 初等 因子 的 理论 来 解决 若 尔 当 标准 形 的 计算 问题 .首先 计算 若 尔 当 标准 形 
的 初等 因子 . 


不 难 算出 若 尔 当 块 
和，0 … 0 0 
起 0 0 
Ju=|0 1 0 0 
0 0 下 
的 初等 因子 是 (和 A-Ao) 
事实 上 ,考虑 它 的 特征 抢 阵 
A-A， 0 0 0 
-1 入 -A》， 0 0 
人 五 -JJ =| 0 -1 0 0 
0 0  :… -1 A-A， 


显然 | 五 -Ju | =(A-Ao) ,这 就 是 A 五 -Ju 的 阶 行列 式 因子 . 
由 于 A 五 -7 有 一 个 x 一 1 阶 子 式 是 
-1 -AM 0 0 
从 EL 
中 = 一” 。 
日 
0 0 :… 0 -li 
所 以 它 的 21 阶 行列 式 因 子 是 1, 从 而 它 以 下 各 阶 的 行列 式 因 子 全 是 1 因此 , 它 的 不 变 因 子 
(AD)== 人 CA)=T， 友 (从 )E=E【 太 An) 

由 此 即 得 ,五 -1 的 初等 因子 是 (A-Ao) . 

再 利用 定理 9, 若 尔 当 形 和 矩阵 的 初等 因子 也 很 容易 算出 . 

设 


是 一 个 若 尔 当 形 和 矩阵 ,其 中 


$6 若 尔 当 标准 形 的 理论 推导 | 有 


A， 0 0 
| 国 0 

Ji=|0 1 0 il 2 $ 
0 0 i“ 


4 


既然 册 的 初等 因子 是 (A-A,) (=1,2，…s) ,所 以 人 已 ,-J 与 


(入 -人 ) 
学 价 :于 是 
A 人 五， -了 
人 五， 一 
人 已 -JJ = 
A 五 ,-J， 
与 
1 
1 
(入 一 人， 六 
1 
1 
(A-A，) 


等 价 .因此 ,yy 的 全 部 初等 因子 是 
(A-A) (AAA (和 A-A) 
这 就 是 说 ,每 个 若 尔 当 形 和 阵 的 全 部 初等 因子 就 是 由 它 的 全 部 若 尔 当 块 的 初等 因 
子 构成 的 .由 于 每 个 若 尔 当 块 完全 被 它 的 阶 数 与 主 对 角 线 上 元 素 Ae 所 刻画 ,而 这 两 
个 数 都 反映 在 它 的 初等 因子 (A-A,) "中 .因此 , 若 尔 当 块 被 它 的 初等 因子 唯一 决定 .由 
此 可 见 , 若 尔 当 形 抢 阵 除去 其 中 若 尔 当 块 排列 的 次 序 外 被 它 的 初等 因子 唯一 决定 ， 
定理 10 每 个 阶 的 复 矩 阵 4 都 与 一 个 二 东 当 形 年 任 要 你 六 


姜 交 人 


疝 


证 明 人 的 初等 因子 为 
(A-AN)，(A-A) (AAA (1) 
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(其 中 ,AAA, 可 能 有 相同 的 ,指数 后, 上,…,, 也 可 能 有 相同 的 ). 每 一 个 初等 因 
子 (A-A,) 对 应 于 一 个 若 尔 当 块 
A，0 … 0 0 
TI， 
责 二 | 是” 下 肖 而 ， =1,2, ,5， 
疝 “ 
这 些 若 尔 当 块 构 成 一 若 尔 当 形 拖 阵 


， 
根据 以 上 的 计算 ,y 的 初等 因子 也 是 (1). 因 为 了 与 4 有 相同 的 初等 因子 ,所 以 它们 
相似 . 
如 果 另 一 夫 尔 当 形 矩阵 了 与 4 相似 ,那么 与 4 就 有 相同 的 初等 因子 ,因此 /与 
了 除了 其 中 若 尔 当 块 排列 的 次 序 外 是 相同 的 ,由 此 即 得 唯一 性 
例 1 在 85 的 例 中 ,12 阶 矩 阵 的 若 尔 当 标准 形 就 是 


人 和 
和 1 
0 
1 
人 站 
d.1 
1 
1 
0 
岂 Li 
汪 
1 一 ii 
L----------- 12x12 
例 2 求 矩 阵 
= 册 一 2 和 司 
次 二 al 训 当 
-1 -1 4 
的 若 尔 当 标准 形 . 


首先 求 A 瑟 -4 的 初等 因子 : 
A+l1 2 -6 0 -A+1 -A+3A-2 
1 和 -3 | 二 和 -1 -A+1l 


] 1 人 一 4 


人 五 -4 = 


$6 若 尔 当 标准 形 的 理论 推导 | 和 


li 0 0 1 0 0 
十 从 二 | 一 人 十 ] 上 龙 一 | = 从 二 1 
0 -A+l -AN2+3A-2 0 0 -=-A:+2A-l 
1 0 0 
十 A-1 0 
0 0 (A=-l): 
因此 ,4 的 初等 因子 是 A-1,(A-1) ,4 的 若 尔 当 标准 形 是 


1 0 0 
人 王 邓 中 。 
0 1 1 


定理 10 换 成 线性 变换 的 语言 来 说 就 是 
下 11 设 w 是 复数 城 | 忆 证 『 如 了 中 必 和 


证 | “全 谭 3 1 | 罗 ) 订 和 全 和， 入 


量 


证 明 在 7 中 任 取 一 组 ce, 设 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 4. 由 定理 10 , 存 

在 可 逆 和 矩阵 了 ,使 7 47 成 若 尔 当 标准 形 .于 是 在 由 
(17 ,7 7)= 【区 j 吉 本 5 了 

确定 的 基 7 ,7 ,…,27， 下 ,线性 变换 必 的 矩阵 就 是 7 4 刀 由 定理 10 ,唯一 性 是 显然 
的 .| 

应 该 指出 , 若 尔 当 形 牌 阵 包括 对 角 和 矩阵 作为 特殊 情形 , 那 就 是 由 一 阶 若 尔 当 块 构 
成 的 若 尔 当 形 和 矩阵 ,由 此 即 得 

定理 12 复 年 阵 4 与 对 角 甜 阵 相 似 的 充分 必要 条 件 是 ,4 的 初等 因子 全 为 一 
次 的 . 

证 明 留 给 读者 . 

根据 若 尔 当 标准 形 的 做 法 可 以 看 出 ,矩阵 4 的 最 小 多 项 式 就 是 4 的 最 后 一 个 不 变 
因子 dx) .因此 有 

定理 13 复 垂 阵 4 与 对 角 撼 阵 相 似 的 充分 必要 条 件 是 ,4 的 不 变 因子 都 没有 重 
根 . 1 

虽然 我 们 证 明了 每 个 复 抢 阵 4 都 与 一 个 大 尔 当 形 和 矩阵 相似 ,并 且 有 了 具体 求 矩 阵 
4 的 若 尔 当 标准 形 的 方法 ,但 是 并 没有 谈 到 如 何 确定 过 渡 和 矩阵 7 了 ,使 47 成 若 尔 当 
标准 形 的 问题 .7 的 确定 牵涉 比较 复杂 的 计算 问题 ,在 这 里 就 不 讨论 了 . 

最 后 指出 ,如 果 我 们 规定 上 三 角形 和 矩阵 


Te 0 
全 交 0 0 
0 0 0 wy 下 
人 


为 若 尔 当 块 ,应 用 完全 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 相 应 于 定理 10 ,定理 11 的 结论 也 成 立 . 
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作 和 “第 八 章 ^- 和 矩阵 


8$7 年 阵 的 有 理 标准 形 


前 一 节 中 证 明了 复数 域 上 任 一 矩阵 4 可 相似 于 一 个 若 尔 当 形 和 矩阵 ,这 一 节 将 对 任 
意 数 域 已 来 讨论 类 似 的 问题 .我 们 证 明 P 上 任 一 矩阵 必 相 似 于 一 个 有 理 标 准 形 矩 阵 . 
定义 8 对 数 域 忆 上 的 一 个 多 项 式 


CA)=A 和 "+aA + 二 Q， 


称 和 矩阵 
0 0 9， “一 5 
1 冯 0 = 二 aa 
4=|0 1 全 = (1) 
0 0 1 “一 全 
为 多 项 式 4(A) 的 友 给 降 . 


容易 验证 ,4 的 ( 即 特征 矩阵 A 瑟 -4 的 ) 不 变 因 子 是 1.1.…:J1,d(A)( 见 习题 3). 
nl 个 
定义 9 准 对 角 和 矩阵 


区 三 0 ( 动 


人 ， 
其 中 4 分别 是 数 域 P 上 某 些 多 项 式 &(A) (1= 1,2,…,s) 的 友和 矩阵 , 且 满 足 四 (A) 


和 让 


| d(A) | …|d&(A) , 称 为 忆 上 的 有 理 标准 形 和 矩阵 . 


芭 ， 亲 下 六 1G 


引 理 (2) 中 和 矩阵 4 的 不 变 因子 为 1,1,…,1,d(A),d(A) ,4(A) ,其 中 1 的 


个 数 等 于 由 (A) ,da(A) ,4(A) 的 次 数 之 和 碱 去 * 
证 明 


人 已 ,-4， 
A 瑟 -4 = 


人 鳌 ,-4， 
由 于 每 个 A 五 -4; 的 不 变 因子 为 1,…,1,di(A) , 故 可 用 初等 变换 把 它 变 成 


d 人 (AD) 
进而 用 初等 变换 将 五 -4 变 成 


$7 和 矩阵 的 有 理 标 准 形 | 中 重 


(3 
全 司 玖 


d(A) 


在 A- 和 矩阵 (3) 上 再 进行 一 些 行 或 列 互 换 , 则 可 变 成 
1 


一 


di(A) 
daCA) 


d(A) 

由 于 四 (A) |e(A) | | 呈 (A)， 它 是 A-4 的 标准 形 ,1, 1 大 (A) (AAA) 
d(A) 是 它 的 不 变 因子 .4 

定理 14 数 域 P 上 nxn 方 阵 4 在 上 相似 于 唯一 的 一 个 有 理 标准 形 , 称 为 4 的 
有 理 标准 形 . 

证 明 设 4 的 ( 即 AE-4 的 ) 不 变 因 子 为 1,1,…,1,d(A),dCA)，…,dCA) ,其 
中 心 (A) ,CA) md(A) 的 次 数 =1, 且 1 的 个 数 等 于 di(A),…,d,(A) 的 次 数 之 和 
减 去 \. 设 &W(A) 的 友和 矩阵 是 至 ,, 则 作 


有 卫 ， 
如 引 理 所 述 , 刀 的 不 变 因子 与 4 的 不 变 因子 完全 相同 , 故 妃 相似 于 4, 即 妃 是 4 的 有 理 
标准 形 . 
又 中 是 由 4 的 不 变 因子 唯一 决定 的 , 故 互 由 4 唯一 决定 .‖ 
把 定理 14 的 结论 变 成 线性 变换 形式 的 结论 就 成 为 
ee 15 的 全 严 RN 贡 2 则 在 Y 2 全 


2 
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| 和 “第 八 章 ”和 X- 和 矩阵 


准 形 . 
例 设 3x3 和 矩阵 4 的 初等 因子 为 (A-1) ,A-1, 则 它 的 不 变 因 子 是 1,A-1,(A- 
1) , 它 的 有 理 标准 形 为 
四 
人 人 二 1 
0 1 尼 


1. 化 下 列 -矩阵 成 标准 形 : 


_ 1-A AAA 
和 人 一 入 2 
1 ) ， 5 2) 人 7 
A +SA 3A 
1+1 ”=A 
0 0 0 入 
人 +A 0 0 2 
0 0 A-A 0 
3) 0 人 0 二 ) 
0 【入 =172 0 
0 0O 《AH+dD)” 
天 = 办 0 0 0 
3A:+2A-3 2A-1 A+2A-3 
5) | 4A3:+3A-5 3AM-2 A3+3A-4 |; 
人 zz+N=4 -2 A 一 1] 
2A 3 0 1 从 
4 3hM+6 0 AhA+2 2A 
6) 0 6A 遇 2A 0 
A=1 0 A-1 0 0 
3M-3 1- 2A-2 0 0 
2. 求 下 列 A- 和 矩阵 的 不 变 因 子 : 
人， -1 0 0 
A-2 -1 0 
0 和 人， -1 0 
1)| 0 A=-2 -=-1 2) 
0 0 | 
0 0 人 -2 
5 3 A+2 
A+aw 有 1 0 0 1  A+2 
-B 人 十 Q 0 1 0 1 入 十 2 0 
3) ; 4) 
0 0 Ata 有 B 1 AhA+2 0 0 
0 0 -B Ar+a AM+2 0 0 0 
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从 0 0 
国 | A 0 
让 = 了 次 
0 0 0 
0 0 0 


~T 个 


[ea | 
的 不 变 因 子 是 1,1,…, LA) ,其 中 所 A)=A +aiA + 


习题 | 生 


0 民 
0 ai-i 
0 姑 志 
人 Q2 
一 类 4 
十 Qi-1 信 十 Qi 


4. 设 4 是 数 域 尺 上 一 个 wxn 和 矩阵, 证 明 :4 与 4 相似, 


5. 设 
从 
4=| 1 
0 
求 4'. 
6. 求 下 列 复 矩 阵 的 若 尔 当 标准 形 : 
] 2 0 
卫 0 2 0 |; 
= 名 一 2 一 
3 0 8 
"| 汪 5 中 
一 2 0 一 和 
这 7 | 
5) | 一 2， 一 中 
-4 一 10 当 
1] 人 三 
攻 -3 中 
-2 2 2 
0 3 3 
9) | 1 8 | 
2 一 IJ4 =-10 
3 ] 0 0 
人 
坟 ] 羡 寺 
= = 二 0 
二 ”3 3 
13) 二 以 6 13 ， 
0 -3 1 绊 
一 2 0 全 


0 0 
A 0|， 
1] 人 


13 16 16 
2) -7 -6|; 
-区 -车 - 
水 划 
四 攻 -2 1 | ; 
省 1 
1 =1 
"| -3 6|; 
呈 .= 到 才 
-和 过话 
8) 3 全 | 
= 1 人 
8 30 -1 
10) | -6 -19 9|; 
-6 -23 世 
1 有 邓 人 水 
1 挛 . 总 
0012 
0001 
0 0 
14) | : 
0 1 
1 0 0 
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7. 把 习题 6 中 各 矩阵 看 成 有 理 数 域 上 和 失 阵 , 试 写 出 它们 的 有 理 标 准 形 . 


到 是 维 线性 空间 了 上 的 线性 变换 ,证 明 : 
1) 若 妈 在 站 的 一 组 基 下 的 矩阵 4 是 多 项 式 gd(A) 的 友和 矩阵 , 则 沁 的 最 小 多 项 式 是 dOA); 
2) 设 忒 的 最 高 次 的 不 变 因 子 是 &A) , 则 名 的 最 小 多 项 式 是 d(A). 


学 习 指 导 
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第 九 章 
欧 几 里 得 空间 


8$1 定义 与 基本 性 质 


在 线性 空间 中 ,向 量 之 间 的 基本 运算 只 有 加 法 与 数量 乘法 ,统称 为 线性 运算 .如 果 
我 们 以 几何 空间 中 的 向 量 作为 线性 空间 理论 的 一 个 具体 模型 ,那么 就 会 发 现 向 量 的 度 
量 性 质 , 如 长 度 . 夹 角 等 ,在 线性 空间 的 理论 中 没有 得 到 反映 .但 是 向 量 的 度量 性 质 在 
许多 问题 中 (其 中 包括 几何 问题 ) 有 着 特殊 的 地 位 ,因此 有 必要 引入 度量 的 概念 . 

在 解析 几何 中 我 们 看 到 ,向 量 的 长 度 与 夹 角 等 度量 性 质 都 可 以 通过 向 量 的 内 积 来 
表示 ,而 且 向 量 的 内 积 有 明显 的 代数 性 质 .所 以 在 抽象 的 讨论 中 ,我 们 取 内 积 作为 基本 
的 概念 . 

定义 1 设 了 是 实数 域 R 上 一 线性 宰 间 ,在 了 上 定义 了 -一 个 二 无 实 函数 , 称 为 内 
积 , 记 作 (a,B). 它 具有 以 下 性 质 ; 

1) (a,B)=(B,a); 

2) (ha,B)=Ha,B); 

3) (atB ,7)=(a,y)+(B,7)i; 

4) (aa)=0, 当 上 且 仅 当 a=0 时 ,(a,a)=0， 

其 中 we,B,y 是 了 中 任意 的 向 量 ,是 任意 实数 .这样 的 线性 空间 称 为 欧 几 里 得 空 间 ， 

在 欧 几 里 得 空间 的 定义 中 ,对 它 作为 线性 空间 的 维 数 并 无 要 求 , 可 以 是 有 限 维 的 ， 
也 可 以 是 无 限 维 的 ， 

几何 空间 中 向 量 的 内 积 显 然 适 合 定义 中 列举 的 性 质 ,所 以 几何 空间 中 向 量 的 全 体 
构成 一 个 欧 几 里 得 空间 ， 

下 面 再 看 两 个 例子 . 

例 1 在 线性 空间 R 中 ,对 于 向 量 

Ga=(alda aa)， 度 二 (及 8 
定义 内 积 
(wa B)= aiD+aaD 十 十 dD， 国有 

显然 ,内 积 (1) 适 合 定义 中 的 条 件 ,这样 ,R' 就 成 为 一 个 欧 几 里 得 空间 .以 后 仍 用 
R“ 来 表示 这 个 欧 几 里 得 空间 . 

在 上 =3 时 ,(1) 式 就 是 几何 空间 中 向 量 的 内 积 在 直角 坐标 系 中 的 坐标 表达 式 . 
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中 和 第 九 章 欧 几 里 得 空间 


例 2 在 闭 区 间 [o ,如上 的 所 有 实 连续 函 数 所 成 的 空间 C(a,b) 中 ,对 于 函数 zx) ， 
&(xz) ,定义 内 积 


(Ag) = | os(n)dr (2) 


由 定 积分 的 性 质 不 难 证 明 ,对 于 内 积 (2),C(a,0) 构 成 一 欧 几 里 得 空间 . 

同样 地 ,线性 空间 RLx] ,RLxj, 对 于 内 积 (2) 也 构成 欧 几 里 得 空间 . 

下 面 来 看 欧 几 里 得 空间 的 一 些 基本 性 质 . 

首先 ,定义 中 条 件 1) 表 明 内 积 是 对 称 的 .因此 ,与 2) ,3) 相 当地 就 有 

2 ) (ea, 妥 )=( 有 ,ae)=ABa)=a:B); 

3 ) (a,B+y)=(B+Yy,a)=(B,a)+CY,a)=(aB)+0a 7)， 

由 条 件 4) ,有 (aa)=0. 所 以 对 于 任意 的 向 量 ae,V(a,a) 是 有 意义 的 .在 几何 空 
间 中 ,向 量 ae 的 长 度 为 V(a,a) .类 似 地 ,我 们 在 一 般 的 欧 几 里 得 空间 中 引进 

定义 2 非 负 实数 V(a,a) 称 为 向 量 ae 的 长 度 , 记 为 | a | 

显然 ,向 量 的 长 度 一 般 是 正 数 ,! 只 有 零 向 量 的 长 度 才 是 零 ,这样 定 义 的 长 度 符 合 熟 
知 的 性 质 

ha = 人 lel， (3) 
其 中 上 ER,awef 事实 上 ， 
ia| =VCiakiaJ=VPta'a)= |a|， 
长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 .如 果 w 关 0, 由 (3) 式 ,向 量 
1] 
Te 

就 是 一 个 单位 向 量 .用 向 量 a 的 长 度 去 除 向 量 ae, 得 到 一 个 与 ea 成 比例 的 单位 向 量 , 通 
常 称 为 把 e 单位 化 . 

在 解析 几何 中 ,向 量 w,B 的 夹 角 Ma,B)》 的 余弦 可 以 通过 内 积 来 表示 , 即 

(a,B ) 

al 181 

为 了 在 一 般 的 欧 几 里 得 空 Rs 我 们 需要 证 明 不 等 式 
(a,B) 
TeTTeTl” 

这 就 是 所 谓 的 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 ( Cauchy- ByHaKoBcKHE ) 不等式， 即 对 于 任意 的 向 
量 aw,B, 有 


0 (4) 


|(a:, 8B)1 拓 lel181. (5) 
当 且 仅 当 ee,B 线性 相关 时 ,等 号 才 成 立 . 
证 明 当 B=0 时 ,(5) 式 显然 成 立 . 以 下 设 B 关 0. 令 上 是 一 个 实 变数 , 作 向 量 
YY=a+ 雪 . 
由 4) 可 知 ,不 论 上 取 何 值 一 定 有 
(7y:,y)=(a+ 妇 ,a+ 妇 ) 三 0. 

即 

(aa)+2(aw,B)i+(B,B) 庆 三 0. (6) 


$1 定义 与 基本 性 质 | 是 


取 
_ (aqa,B) 
(8.B)， 
代入 (6) 式 ,得 
人 
(B,B) 
即 
(a;B) <(a,a)(B.B)， 
两 边 开 方便 得 
|(e,8B)1< 和 lal181. 


当 w,B 线性 相关 时 ,等 号 显然 成 立 . 反 过 来 ,如果 等 号 成 立 , 由 以 上 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 
或 者 B=0, 或 者 

aiB) 

(0B,B) 


B=0， 
也 就 是 说 we,B 线性 相关 . 
结合 具体 例子 来 看 一 下 这 个 不 等 式 是 很 有 意思 的 .对 于 例 1 的 室 间 R",(5) 式 就 是 
| e+aa 思 + +a 0 | 去 
对 于 例 2 的 空间 C(a,p) ,(5) 式 就 是 
和 下 xzJg(xz)dx | 到 (1 Fooa (1 ecood 
以 上 这 两 个 不 等 式 都 是 历史 上 著名 的 不 等 式 . 
定义 3 非 季 向量 we. 的 夹 角 (a, 有 规定 为 


(ec.B) =areeos [和 和 ， 0 过 4a,B) 三 TT. 
根据 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ,我们 有 三 角形 不 等 式 
|arBl<lal+lp8|， (7) 
因为 
|arB 1 =(a+B,ae+B)=(aa)+2(0a,B)+(B,B) 
<|a|l +2lal181+181 =(lael+18|1) 
所 以 


|a+rBl|<lael+1p8|. 


了 ”世人 


本 


显然 ,这 里 正 交 的 定义 与 解析 几何 中 对 于 正 交 的 说 法 是 一 致 的 .两 个 非 零 向 量 正 
交 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 夹 角 为 本 


由 定义 立即 看 出 ,只 有 零 向 量 才 与 自己 正 交 . 
在 欧 几 里 得 空间 中 同样 有 勾 股 定理 , 即 当 w,B 正 交 时 ， 
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|asB1 =|al+1B8|1 
事实 上 ， 
[arB 1 =(arB,arB)=(aa)+(B,B)= |al3+1B817 
不 难 把 色 股 定理 推广 到 多 个 向 量 的 情形 , 即 如 果 向 量 ai ,as ，… ,a。 两 两 正 交 , 那 么 
| ai+as+…tas | =|a | +|as| t+|a| 
在 以 上 的 讨论 中 ,我 们 对 空间 的 维 数 没 有 作 任 何 限 制 .从 现在 开始 ,我 们 假定 空间 
是 有 限 维 的 . 
设 了 是 一 个 到 维 欧 几 里 得 空间 ,在 了 中 取 一 组 基 si,s,…,s, 对 了 了 中 任意 两 个 
向 量 
全 三 让 富 | 二 尼 5 下 > 村 X 本 了 三 7 本 | 二 73E5 二 村 73 


由 内 积 的 性 质 得 
(a,B)= (xiEl+xE 十 …+YE 7IEI+TE 十 … 十 yuE,) = 六 作风 上 元 天 
iT JI 
令 
加 =) 让 而 (8) 
Ci 二 个 
于 是 
(w,B) = 凡 光 再 为 网 (9) 
1=]1 7=1 
利用 矩阵,(a,B) 还 可 以 写成 
( 认 ; 必 二 对 克也， (10) 
其 中 
1 》 
二 法 入 
} 
分 别 是 we,B 的 坐标 ,而 矩阵 
1 Qi 
Ez1 冰 加 0 
4 Ca 过 包 


称 为 基 sl ,se,,…，,e, 的 度量 矩阵 .上 面 的 讨论 表明 ,在 知道 了 一 组 基 的 度量 矩阵 之 后 ， 
任意 两 个 向 量 的 内 积 就 可 以 通过 坐标 按 (9) 或 (10) 来 计算 ,因而 度量 矩阵 完全 确定 了 
内 积 . 
设 7 ,272 ,7 是 空间 站 的 另外 一 组 基 ,而 由 si,si,…，,s。 到 7 7, 的 过 
渡 和 矩阵 为 C , 即 
( 引 1)= (elE Ph)C. 
于 是 不 难 算 出 , 基 7 ,7:，…,7, 的 度量 矩阵 


2 标准 正 交 基 | 是 


(5 世人 人 (于 入 


0 
xz| 
0 
有 
(a,a)= 开 4X>0， 
因此 ,度量 矩阵 是 正定 的 . 


和 


反之 ,给 定 一 个 半 阶 正定 矩阵 4 及 叶 维 实 线性 空间 了 的 一 组 基 si ,sa ,es 可 以 
规定 了 上 内 积 ,使 它 成 为 欧 几 里 得 空间 ,并 且 基 si ,es ,…,e, 的 度量 矩阵 为 4. 

欧 几 里 得 空间 的 子 空间 在 所 定义 的 内 积 之 下 显然 也 是 一 个 欧 几 里 得 空间 . 

欧 几 里 得 空间 以 下 简称 为 欧 氏 空间 . 


8$ 2 标准 正 交 基 


定义 5 了 欧 氏 空间 中 一 组 非 零 的 向 基 ,如 果 它 们 两 两 正 交 ,就 称 为 一 正 变 向 
量 组 . 

应 该 指出 , 按 定 义 ,由 单个 非 零 向 量 所 成 的 向 量 组 也 是 正 交 向 量 组 .当然 ,以 下 讨 
论 的 正 交 向 量 组 都 是 非 空 的 

不 难 证 明 , 正 交 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 事实 上 , 设 正 交 向 量 组 wl ,aa ,…,a, 有 一 线 
性 关系 

大 ai 二 as 二 二 av =10. 
用 we: 与 等 式 两 边 作 内 积 , 即 得 
大 (aiai)= 0. 
由 双关 0 有 (aai)>0, 从 而 局 =00=1,2, ,下 ). 这 就 证 明了 wa,…,aw 是 线性 无 
个 结果 说 明 ,在 呈 维 欧 氏 空间 中 ,两 两 正 交 的 非 零 向 量 不 能 超过 半 个 .这 个 事实 

的 几何 意义 是 清楚 的 .例如 ,在 平面 上 找 不 到 3 个 两 两 垂直 的 非 零 向 量 ; 在 空间 中 , 找 不 
到 4 个 两 两 乖 直 的 非 零 向 量 . 

从 解析 几何 中 看 到 ,直角 坐标 系 在 图 形 度量 性 质 的 讨论 中 有 特殊 的 地 位 .在 欧 氏 
空间 中 ,情况 是 相仿 的 . 

和 人 间 中 ,由 并 个 向 量 组 成 的 正 交 向 量 组 称 为 正 交 基 ; 由 单位 向 


1 


es 
设 e , 吕 ,,8 是 一 组 标准 正 交 基 ,由 定义 ,有 
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用 和 第 九 章 欧 几 里 得 空间 


1 ， 狂 交 
(ea)= | 二 (1) 
显然 ， et 换 句 话说 ， 了 


可 


头 型 的 结果 ， 二 二 站 详 者 二 条 亿 丘 陈 这 说 明 在 维 欧 氏 空间 中 存在 一 组 基 , 它 的 度 
量 矩 阵 是 单位 矩阵 .由 此 可 以 断言 ,在 维 欧 氏 空间 中 ,标准 正 交 基 是 存在 的 . 
在 标准 正 交 基 下 ， 向 量 的 坐标 可 以 通过 内 积 简单 地 表示 出 来 ， 即 
w=(2Ei,a)2EI+(E ,GE)EI+…+(E GE)E. (2) 
事实 上 , 设 
本 三 Xi 人 1 冰 X7 本 5 于 2 研 


用 s; 与 等 式 两 边 作 内 积 , 即 得 


Xi =(E EN) ，1=1,2，… ;大 
在 标准 正 交 基 下 ,内 积 有 特别 简单 的 表达 式 . 设 
人 第 =X1EI+XoE7 十 "… 二 YE B =7iEI+yaEa 二 +7 NE 
那么 
(a,B)=xiyi+xay 二 TXT = 是 "也 (3) 


这 个 表达 式 正 是 几何 中 向 量 的 内 积 在 直角 坐标 系 中 坐标 表达 式 的 推广 . 

应 该 指出 ,内 积 的 表达 式 (3) ,对 于 任 一 组 标准 正 交 基 都 是 一 样 的 .这 就 说 明了 ,所 
有 的 标准 正 交 基 ,在 欧 氏 空间 中 有 相同 的 地 位 .在 下 一 节 , 这 一 点 将 得 到 进一步 的 说 明 . 

下 面 我 们 将 结合 内 积 的 特点 来 讨论 标准 正 交 基 的 求法 . 

定理 1 ， 维 欧 民 亨 间 中 任 一 个 正 交 向 量 组 都 能 扩充 成 一 组 正 交 基 

证 明 设 aew,…，,aw 是 一 正 交 向 量 组 ,我 们 对 x-m 作 数学 归纳 法 . 

当 mn-m=0 时 ,aya，…a， 就 是 一 组 正 交 基 了 . 

假设 ”- 关 时 定理 成 立 ,也 就 是 说 ,可 以 找到 向 量 B,, 6,,…,B, ,使 得 

aaa ,Bi,B…,B， 

成 为 一 组 正 交 基 . 

现在 来 看 - 下 =4p+1 的 情形 .因为 下 <n ,所 以 一 定 有 向 量 B 不 能 被 w ,aa ，,a。 线 
性 表 出 , 作 向 量 

全 三民 一 Ai 一 aa 一 光一 大 
其 中 三 ,玉江 是 待定 的 系数 .用 wm; 与 mi 作 内 积 ,得 
(aa)=(B,a)-Raiai)，=1;2， 7， 

取 


i= ,2 ，… ,mm 
有 
(aliasi)=0，Tt=1,2，…… 克 
由 有 的 选择 可 知 ,aw, ,和 0. 因 此 al ,wa ,… ,aa 是 一 正 交 向 量 组 ,根据 归纳 法 假定 ， 
aaa 可 以 扩充 成 一 正 交 基 . 于 是 定理 得 证 . 
应 该 注意 ,定理 的 证 明 实 际 上 也 就 给 出 了 一 个 具体 的 扩充 正 交 向 量 组 的 方法 .如 


$2 标准 正 交 基 | 中 是 


果 我 们 从 任 一 个 非 零 向 量 出 发 , 按 证 明 中 的 步骤 逐个 地 扩充 ,最 后 就 得 到 一 组 正 交 基 . 
再 单位 化 ,就 得 到 一 组 标准 正 交 基 . 
在 求 欧 氏 空间 的 正 交 基 时 ,常常 是 已 经 有 了 空间 的 一 组 基 . 对 于 这 种 情形 ,有 下 面 
的 结果 : 
基 ,六 ，… ,使 
太史) 三 (人 02 2 
证 明 设 si,s: ,es, 是 一 组 基 ,我 们 来 逐个 地 求 出 向 量 7 ,7 ，… ,27，,， 


] 
首先 ,可 取 W1 三 [二 Te 一 般 地 ,假定 已 经 求 出 2 77 ,它们 是 单位 正 交 的 ， 
具有 人 性质 


天 (到 Ba 5) 三 玖 (和 2， 
下 一 步 求 礼 or 
因为 ss,E)=ZL07 7) ,所 以 =， 不 能 被 思 ,7，…, 了 了， 线性 表 
出 . 按 定理 1 证 明 中 的 方法 , 作 向 量 


0 2 (ea 全 
1={ 


显然 去 ,和 0, 且 
(让 3 契 )E 0， = 2 而. 
令 
-并 测 
Tt 让 


2 ,7 9 就 是 一 单位 正 交 向 量 组 .同时 
(人 

由 归纳 法 原理 ,定理 2 得 证 .|‖ 

应 该 指出 ,定理 中 的 要 求 

(BE EeeE) = 天 (用 有 )， 12 

就 相当 于 由 基 e ,es ,ve. 到 董 四， 的 过 滤 短 阵 是 上 三 角形 的 

定理 2 中 把 一 组 线性 无 关 的 向 量变 成 一 单位 正 交 向 量 组 的 方法 在 称 做 施 密 特 
(Schmidt) 正 交 化 过 程 . 

上 面 的 计算 过 程 实际 上 就 是 


攻 可 《ea |) 世 《eol Ce 
区 二 GEi 二 5 (本 地， 让 区 二 到 全 过 ) 1 ( 才 这 9 而 3 


殉 三 1 2 一] 
再 单位 化 
RS 1 
[ 志 | 


例 把 
ai=(1,1,0,0) ， 戌 二 人 二 人 9， az=(1;,0,1,0)， 区 人 El 
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| 有 第 丸 章 欧 几 里 得 空间 


变 成 单位 正 交 向 量 组 . 
先 把 它们 正 交 化 ,得 
B,=ai=(1,1,0,0) 上 


(a: ,Bi ] 下 
B =as， 人 ,9| ， 
BIN) (apB:) 1 11 1 
六 = EPER| -3 本 3 
(as ,DB ) (as,B:) (as;B，) 
0 
再 单位 化 ,得 
77， -人 亏 志 ,0 》 
v2 人 2 
1 1 2 
入 中 | 二 .= 一 ,三 0 
祭 二 丰 虽 


2 相 2 2 
上 面 讨论 了 标准 正 交 基 的 求法 .由 于 标准 正 交 基 在 欧 氏 空间 中 占有 特殊 的 地 位 ， 
所 以 有 必要 来 讨论 从 一 组 标准 正 交 基 到 另 一 组 标准 正 交 基 的 基 变换 公式 
设 el ,ee, 与 力 ,，…,, 是 欧 氏 空间 站 中 的 两 组 标准 正 交 基 , 它 们 之 间 的 
过 渡 矩 阵 是 


4A=(ai)wn， 
即 
CGI Qi2 QI 
aa Ga Q 
【《 参 
Ci 站 本 
因为 思 ,72 ,… ,77, 是 标准 正 交 基 ,所 以 
6 人 = 人 (4) 
oaD={o ;2 


矩阵 4 的 各 列 就 是 7i ,7 … ,7 在 标准 正 交 基 sl,s,…,s, 下 的 坐标 . 按 公式 (3)， 
(4) 式 可 以 表示 为 
区 ii 二 CaiGa 十 十 G 0 -| 3 (5) 
人 人 
《5) 式 相当 于 一 个 矩阵 的 等 式 
4 4= 五 ， (6) 


或 者 
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$3 同 构 中 重 


4 一 =47. 
我 们 引入 
本 用 | 犯困 攻 攻 五 . 


.各 省- 惠 、 呆 1 出 
本 有 


了 参 - “ 征 PR 信用 本 人 生 TS 


只 下 交 苦 “ 
最 后 我 们 指出 ,根据 逆 矩 阵 的 性 质 , 由 
坟 : 关 三 加 
即 得 
44 7= 瓦 . 
写 出 来 就 是 


让 
0， ix 
(5) 式 是 矩阵 列 与 列 之 间 的 关系 ,(7) 式 是 行 与 行 之 间 的 关系 ,这 两 组 关系 是 等 价 的 ， 


679 


低 生 QT 十 和 这 @ 关 二 十 名 二 人 六 =| 


我 们 来 建立 欧 氏 空间 同 构 的 概念 , 

定义 8 实数 域 R 上 欧 氏 室 间 与 Y 称 为 同 构 的 ,如 果 直 了 到 上 有 一 个 双 射 。 
清 

1) ola+B)=ola)+r(B); 

2) ohpia)=Ara); 

3) (xla),c(BE))= (a,B)， 
其 中 Be ksR, 这 样 的 哆 射 称 为 了 到 的 同 构 喘 笛 

由 定义 立即 看 出 ,如 果 e 是 欧 氏 空间 了 到 所 的 一 个 同 构 上 映射, 那么 r 也 是 了 到 所 
作为 线性 室 间 的 同 构 中 册 .因此 , 问 构 的 欧 色 宰 间 必 有 相同 的 维 数 

设 Y 是 一 个 工 维 欧 氏 空间 ,在 了 中 取 一 组 标准 正 交 基 sg,s,…,E 在 这 组 基 下 ,『 
的 每 个 向 量 a 都 可 表 成 

磁 三 光 ( 下 | 十 天 5 瑟 5 二 "十 郭 
令 
页 (人 酌 ) 三 (人 (32 网 世 了 

我 们 知道 ,这 是 了 到 R' 的 一 个 双 射 ,并且 适合 定义 中 条 件 1) ,2) (第 六 章 $8). 上 一 节 
(3) 式 说 明 , 也 适合 定义 中 条 件 3) ,因而 是 了 到 R' 的 一 个 同 构 映 射 , 由 此 可 知 ,每 
人 和 全 R- 汪汪 


和 


克 丰 区 风 本 全 到 朋友 所 区 和 机 征 - 同 构 映射 这 就 是 说 、 局 交 关系 是 自 反 的 . 上 
次 , 设 e 是 了 到 咏 的 一 同 构 映射 ,我们 知道 , 逆 映 射 r “也 适合 定义 中 1) 与 2)( 第 六 章 


253 


254 


| 第 九 章 欧 几 里 得 空间 


$8) ,而 且 对 于 ae, Be 六 ,有 
(a;,B)=(olc (al),crlc (8)))=(o (ae),c (B)). 
这 就 是 说 ,ec ”是 广 到 了 的 一 同 构 映 射 , 因 而 同 构 关 系 是 对 称 的 .然后 , 设 e,r 分 别 是 了 
到 矿 , 庆 到 友 的 同 构 映射 .不 难 证 明 ,re 是 了 到 及 的 同 构 映 射 ( 证 明 留 给 读者 ) ,因而 同 
构 关系 是 传递 的 . 
既然 每 个 上 维 欧 氏 空间 都 与 R" 同 构 , 按 对 称 性 与 传递 性 即 得 ,任意 两 个 上 维 欧 氏 
空间 都 同 构 . 综 上 所 述 ,就 有 


全 


这 个 定理 说 明 ,从 抽象 的 观点 看 , 欧 氏 空间 的 结构 完全 被 它 的 维 数 决定 . 
8$84 正 交 变换 


在 解析 几何 中 ,我们 有 正 交 变换 的 概念 . 正 交 变换 就 是 保持 点 之 间 的 距离 不 变 的 
变换 .在 一 般 的 欧 氏 空间 中 ,我 们 有 
定义 9 菊 千 室 癌 7 的 线性 变换 又 称 为 正 交 变换 ,如 果 它 保持 向 量 的 内 积 不 变 , 即 


闪 二 


共和 富 人 击 “和 包 


(wa,%B)=(a,B). 
交 变 换 可 以 从 史 个 不 同 的 方面 来 加 以 刻画 . 
定理 4 设 了 是， 维 欧 氏 室 间 了 的 一 个 线性 变换 ,于 是 下 面 四 个 命题 是 相互 等 
1 机 


人 
全 
0 


证 明 | 1) 与 2) 等 价 . 
如 果 肥 是 正 交 变换 ,那么 
(swawa)=(a,a)， 
两 边 开 方 即 得 
|swal=le|. 
反 过 来 ,如 果 洗 保持 向 量 的 长 度 不 变 ,那么 
(%a,&a)= (aa)， (%B8,%8)=(08.5)， 
(g&(a+B) ,ww(a+rB))= (a+B ,arB)， 
把 最 后 的 等 式 展开 即 得 
(%awa)+2(xwa,x%B)+w,w8)=(aa)+2(aB)+(B,B). 
再 利用 前 两 个 等 式 , 就 有 
(xa,%B)=(a,B). 
这 就 是 说 , 吧 是 正 交 变换 ， 


8$4 正 交 变换 川上 


再 来 证 1) 与 3) 等 价 . 
设 EI7Ez， BEh 是 一 组 标准 正 交 基 , 即 


) 5 { 态 
EiyEi) 一 三 了 7 
7 汪 1 到) J 必 
如 果 有 是正 交 变换 ,那么 
二 
(xye ae)=| 区 全 1 
0， “1 天)， 


这 就 是 说 ,wasi ,we ,weE, 是 标准 正 交 基 . 反 过 来 ,如果 %sl,%e,,… ,xz, 是 标准 正 
交 基 ,那么 由 


王 三 大 1 十 本寺 二 Pi， 厄 三 YiEiTHYaEa 二 二 yi 


与 
Ma=XiMEi+ 克 BE+…pE MB=T7iMEI+0ET+y CE， 
即 得 
(a;B)=xiyi+txay+…+x=( apB)， 
因而 必 是 正 交 变换 ， 


最 后 来 证 3) 与 4) 等 价 . 
设 吧 在 标准 正 交 基 si ,se ,2E, 下 的 矩阵 为 4, 即 
(wwE BE)=(EI 2， E,)A4. 

如 果 w%el ,we ,…，,%E, 是 标准 正 交 基 , 那 么 4 可 以 看 作 由 标准 正 交 基 si ,es;,…,es, 到 
sale ws, 的 过 渡 和 矩阵 ,因而 是 正 交 抢 阵 . 反 过 来 ,如 果 4 是 正 交 和 抢 阵 ,那么 
ai,we, ,wsE, 就 是 标准 正 交 基 . 

这 样 ,我 们 就 证 明了 1) ,2) ,3) ,4) 的 等 价 性 . 

因为 正 交 和 矩阵 是 可 道 的 ,所 以 正 交 变换 是 可 逆 的 .由 定义 不 难看 出 , 正 交 变换 实际 
上 就 是 一 个 欧 氏 空间 到 它 自身 的 同 构 映 射 ( 8$3) ,因而 正 交 变换 的 乘积 与 正 交 变换 的 
逆 变 换 还 是 正 交 变换 .在 标准 正 交 基 下 , 正 交 变换 与 正 交 和 抢 阵 对 应 ,因此 , 正 交 失 阵 的 
乘积 与 正 交 和 抑 阵 的 逆 抢 阵 也 是 正 交 和 矩阵. 

如 果 4 是 正 交 矩阵 ,那么 由 

447 = 古 
可 知 
14| =1 或 者 |4 | =+1. 

因此 , 正 交 变 换 的 行列 式 等 于 1 或 者 -1. 行 列 式 等 于 1 的 正 交 变换 通常 称 为 旋转 ,或 者 
称 为 第 一 类 的 ;行列 式 等 于 -1 的 正 交 变 换 称 为 第 二 类 的 . 

例如 ,在 欧 氏 空间 中 任 取 一 组 标准 正 交 基 si ,es:,…,s,, 定 义 线性 变换 

WEi=-EI， 2Ei=Ei，1=2,…)7. 

那么 , 吧 就 是 一 个 第 二 类 的 正 交 变换 .从 几何 上 看 ,这 是 一 个 镜面 反射 (参看 本 章 习 题 
1 
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| 和 第 九 章 欧 几 里 得 空 i 


了 | 


8$5 于 守 间 


我 们 来 讨论 欧 氏 空 间 中 子 空间 的 正 交 关系 . 
定义 10 设 六 , 太 是 欧 氏 室 间 了 中 两 个 子 空间 . 如 果 对 于 任意 的 ee,Be 咏 ， 


和 请] 二 iT 


便 有 
kasDJ= 0， 

则 称 六 , 咏 为 正 交 的 , 记 为 三 上 太一 个 向 量 w， | , 恒 有 
(aw,B)=0 


则 称 “与 子 室 间 中 正 交 , 记 为 e_ 

因为 只 有 零 向 量 与 它 自 身 正 交 , 所 以 由 内 工 态 可知 矶 站 玉 =10 ;由 aaeEm 
可 知 w=0. 

关于 正 交 的 子 空间 ,我 们 有 

定理 5 如 果子 空间 凡凡 ，…, 咏 两 两 正 交 ,那么 和 太 ++ + 礁 是 直 和 . 

证 明 设 m si=1,2,… 柯 进 

ai+a :+…+G =0， 
我 们 来 证 明 w; =0. 事 实 上 ,用 we, 与 等 式 两 边 作 内 积 , 利 用 正 交 性 ,得 
(aiyai)= 0， 
从 而 ai=0(i=1,2,…,3). 这 就 是 说 ,和 
W 十 卫士 十 权 

是 直 和 .【 

定义 11 子 室 间 彤 称 为 子 室 间 员 的 一 个 正 交 补 ,如 果 岂 上 只, 并 县 贡 + 太 = 

显然 ,如 果 凡是 册 的 正 交 补 ,那么 万 也 是 成 的 正 交 补 . 

诗人 用 卫生 下 和 抽 所 本 和 和 全 

证 明 如 果 太 =101 ,那么 它 的 正 交 补 就 是 史 唯 一 性 是 显然 的 . 设 所 关 101. 欧 氏 
en 宙 让 友人 本 下 也 是 一 个 欧 氏 空间 .在 太 中 取 一 组 正 交 基 se， 
2 ,2 ,由 定理 1, 它 可 以 扩充 成 不 的 一 组 正 交 基 

ElvE77 BE 

显然 , 子 空间 2(g, ,…,E,) 就 是 太 的 正 交 补 . 

再 来 证 唯一 性 . 设 万 , 太 都 是 态 的 正 交 补 ,于 是 


Y= 几 申 忆 ， (于 

TY= 广 由 妨 . (2) 
令 ae 凡 , 由 (2) 式 即 有 

候 三 CGIi+G5 ， 


其 中 aeE,ase 太 .因为 wa 所 以 
(aai)= (ai+asa)=(alal)+Cas,a)= (aai)= 0. 


即 ai=0. 由 此 得 知 we 凡 , 即 太 EC 凡 . 


6 实 对 称 和 矩阵 的 标准 形 | 中 和 


同 理 可 证 内 C 玉 .因此 态 = 太 ,唯一 性 得 证 . 
友 的 正 交 补 记 为 所 .由 定义 可 知 
维 ( 所)+ 维 (也 )= 交 
由 定理 的 证 明 还 不 难得 到 
推论 员 恰 由 所 有 与 册 正 交 的 向 量 组 成. 


证 明 留 给 读者 来 完成 ， 
由 分 解 式 


月 


7Y= 页 四 人 太 - 
可 知 光 中 任 一 向 量 w 都 可 以 唯一 地 分 解 成 
化 三 Ci 十 Q5 ， 


其 中 ae 页 ,as ET .我们 称 w 为 向 量 a 在 子 空 间 册 上 的 内 射影 . 


8$6 实 对 称 年 阵 的 标准 形 


在 第 五 章 我 们 得 到 ,任意 一 个 对 称 矩 阵 都 合同 于 一 个 对 角 和 抢 阵 , 换 名 话说 ,都 有 一 
个 可 逆 和 矩阵 C ,使 


C 4C 

成 对 角形 .现在 利用 欧 氏 空间 的 理论 ,第 五 章 中 关于 实 对 称 和 矩阵 的 结果 可 以 加 强 . 这 一 
节 的 主要 结果 是 : 

对 于 任意 一 个 上 阶 实 对 称 生 阵 4 都 存在 一 个 阶 正 交 逢 阵 ,使 

7 47=7T 47 

成 对 角形 . 

先 讨 论 对 称 和 矩阵 的 一 些 性 质 ,它们 本 身 在 今后 也 是 非常 有 用 的 .我 们 把 它们 归纳 
成 下 面 几 个 引 理 ， 


引 理 1 设 4 是 实 对 称 矩 阵 , 则 4 的 复 特征 值 皆 为 实数 


证 明 设 A, 是 4 的 一 个 特征 值 ,于 是 有 非 零 向 量 


3 


要 汪 | 。 
苑 ， 
满足 
4E= Au 
傅 
1 
二 | 疯 
=| . 
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其 中 喜 是 的 共 斩 复 数 , 则 4 二 = 入, 

考察 等 式 

寺 (45) = 二 4 二 =(4 二 ) 二 =(45) 二 ， 
其 左边 为 ho 专 专 ,右边 为 Au 专车 . 故 
An = 过 
又 因 去 是非 零 向 量 ， 
起 让 = TEA 二 十 二 天 (0. 

故 鞠 。 二 内 。 ,加 人 0 是 一 个 实数 . 1 

对 应 于 实 对 称 矩阵 4 ,在 维 欧 氏 空间 R" 上 定义 一 个 线性 变换 必 为 


叫 :|=4| “| (1) 
区 和 
显然 改 在 标准 正 交 基 
1 0 0 
0 1 0 
2| 三 更 = 引 | ， ,= (2) 
0 0 1 
下 的 矩阵 就 是 4. 
引 理 2 设 4 是 实 对 称 和 矩阵, 多 的 定义 如 上 , 则 对 任意 w,BsR' ,有 
(wa,B)= (asB)， (3 
或 
BE (4aw)=a 45. 


证 明 只 要 证 明 后 一 等 式 就 行 了 .实际 上 
B (4a)=BA4a=(486) ae=a (46).1 

等 式 (3) 把 实 对 称 和 矩阵 的 特性 反映 到 线性 变换 上 .我 们 引入 

定义 12 欧 氏 室 间 中 满足 等 式 (3) 的 线性 变换 称 为 对 称 变换 

容易 看 出 ,对 称 变换 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 实 对 称 和 矩阵 .用 对 称 变换 来 反映 实 
对 称 矩 阵 ,一 些 性 质 可 以 看 得 更 清楚 . 

引 理 3 设 改 是 对 称 变换 ,Wi 是 汉 - 子 空间 , 则 多 “也 是 %- 子 空间 . 

证 明 设 awesy: 上 ,要 证 wasE 多 , 即 %weLR 久 任 取 BE ,都 有 %BeP 因 aL 岂 ， 
故 (e,%B)= 0. 因 此 

(wa,B)=(a,wB)=0 

即 %&a LT ,waesT ,了 也 是 %- 子 空间 . 


引 理 4 设 4 是 实 对 称 怎 阵 , 则 R' 中 属于 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 交 ， 


证 明 设 和 人 是 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,ae,B 分 别 是 属于 入 , 的 特征 向 量 :4a= 
Aa;468 =0B. 定 义 线性 变换 只 如 (1) ,于 是 wa=Aa,%B=n8. 由 (wa,;,B)=(a,%B) ,有 


8$6 实 对 称 矩 阵 的 标准 形 咱 量 


A(a,B)=ACa,B). 
因为 人 关 凡 ,所 以 (a,B)= 0. 即 a,B 正 交 . | 

现在 来 证 明 主 要 定理 . 

定理 7 对 于 任意 一 个 ， 阶 实 对 称 生 阵 4 都 存在 一 个 * 阶 正 交 生 阵 ,使 Pr47- 
r-47 成 对 角形 

证 明 由 于 实 对 称 和 矩阵 和 对 称 变换 的 关系 ,只 要 证 明 对 称 变换 双 有 了 个 特征 向 量 
做 成 标准 正 交 基 就 行 了 . 

我 们 对 空间 的 维 数 二 作 归 纳 法 . 

n=1, 显 然 定 理 的 结论 成 立 . 

设 -1 时 定理 的 结论 成 立 . 对 并 维 欧 氏 空间 R" ,线性 变换 改 有 一 特征 向 量 aw, ,其 
特征 值 为 实数 履 . 把 w 单位 化 ,还 用 wm, 代表 它 . 作 2(a ) 的 正 交 补 , 设 为 太 . 由 引 理 3， 
访 是 % -= 子 空 间 , 其 维 数 为 mn-1. 又 | 岂 显然 也 满足 (3), 仍 是 对 称 变 换 ， 
据 归 纳 法 假设 ,%g| 册 有 ml1 个 特征 向 量 wm ,…,a, 作成 矶 的 标准 正 交 基 . 从 而 oa， 
aa,…,a, 是 有 R' 的 标准 正 交 基 , 又 是 名 的 个 特征 向 量 .定理 得 证 .‖ 

下 面 来 看 看 在 给 定 了 一 个 实 对 称 矩 阵 4 之 后 , 按 什么 办 法 求 正 交 和 矩阵 了 ,使 7747 
成 对 角形 .在 定理 的 证 明 中 我 们 看 到 ,和 矩阵 4 按 (1) 式 在 R' 中 定义 了 一 个 线性 变换 . 求 
正 交 和 矩阵 了 的 问题 就 相当 于 在 R" 中 求 一 组 由 4 的 特征 向 量 构成 的 标准 正 交 基 .事实 
-本 交 区 


1 二 . 妨 : 二 5 2 一 
疯 | 不 2 上 

是 R' 的 一 组 标准 正 交 基 ,它们 都 是 4 的 特征 向 量 .显然 ,由 sl,s,…，,s, 到 7 7 ，…， 
?7, 的 过 渡 和 矩阵 就 是 

8 1 由 

交 汪 1 

不 三 - 

全“ 居 记 上 
7 是 一 个 正 交 和 手 阵 ,而 

7 47=7747 


就 是 对 角形 . 
根据 上 面 的 讨论 , 正 交 和 矩阵 了 的 求法 可 以 按 以 下 步骤 进行 : 
1. 求 出 4 的 特征 值 . 设 A,,…,A, 是 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 . 
2. 对 于 每 个 A,, 解 齐 次 线性 方程 组 


4 
Ws 
CAE-4)| > |=0， 


再 
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求 出 一 个 基础 解 系 , 这 就 是 4 的 特征 子 空 间 及 ,的 一 组 基 . 由 这 组 基 出 发 , 按 定理 2 的 方 
法 求 出 的 ,的 一 组 标准 正 交 基 7 ，… ,ms 

3. 因为 人 ,……A, 两 两 不 同 , 所 以 根据 引 理 4, 向 量 组 7 ,7 7342 还 是 两 
两 正 交 的 .又 根据 定理 7 以 及 第 七 章 8$5 的 讨论 ,它们 的 个 数 就 等 于 空间 的 维 数 .因此 ,它们 
就 构成 R 的 一 组 标准 正 交 基 , 并 且 也 都 是 4 的 特征 向 量 .这 样 , 正 交 和 矩阵 了 也 就 求 出 了 . 


例 已 知 
0 1 1 -1 
二 1 0 -1 1 
1 -1 0 1 
-1 1 1 0 
求 一 正 交 矩 阵 T, 使 47 成 对 角形 . 
解 ” 先 求 4 的 特征 值 . 由 
人 -1 -1 1 0 A-l A-l 1-A》2 
关注 | -1 人 1 -1| |0 A-1 0 Ar-l 
-1 1 和 =-1 0 0 A-l A=-l 
1 -1 -=-l 和 1 -1 -1l 放 
1 1 -1-A 
=-(A-1) 11 0 1 |=(A-1) (0A+3) ， 
责 ii 1 


即 得 4 的 特征 值 为 1( 三 重 ) ,-3. 
其 次 , 求 属 于 !1 的 特征 向 量 .把 A=1 代 人 


由 名 二 一 
一 放 | 十 玫 页 区 一 区 S0， 
一 沁 | 士 羡 忆 交 2 一 动 汪 0， 
渍 = 人 
求 得 基础 解 系 为 
al=(1,1,0,0) ， 
aas 0515055 
oa=(-1,0,0,1). 
把 它 正 交 化 ,得 
B,=a=(1,1,0,0) ， 
(aa ,B) 国 卫 | 
局 
(oa ,B) (as ,DB:) LT 
Pen， 
再 单位 化 ,得 


6 实 对 称 矩 阵 的 标准 形 | 赴 重 


有 
| 二 < 
这 是 属于 三 重 特征 值 1 的 三 个 标准 正 交 的 特征 向 量 . 
再 求 属于 -3 的 特征 向 量 . 用 A==-3 代入 (4) , 求 得 基础 解 系 为 
【于 一 四: 
把 它 单 位 化 ,得 
本 
4 证 人 让 
特征 向 量 刀 ,7 ,7 ,7 构成 及 的 一 组 标准 正 交 基 ,所 求 的 正 交 矩阵 为 
本 f 


厅 姑 vV 本 ? 
1 1 1 呈 
1 大 v 匹 
0 2 1 | 
V6 VI2  “ 
了 
Vi 之 2 
而 
1 
TY= 
-3 
应 该 指出 ,在 定理 7 中 ,对 于 正 交 矩 阵 了 我 们 还 可 以 进一步 要 求 
| 对 | 二 赤 


事实 上 ,如 果 求 得 的 正 交 和 卸 阵 了 的 行列 式 为 -1, 那 么 取 
| 


则 7 =T7S 是 正 交 和 矩阵 ,而 且 
下 
显然 4T =77 4 了 7 
如 果 线 性 替换 
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Xi 三 CI 十 Clzya 十 "十 Cinyn， 


Ma 三 Call 十 CzzJfa 十 十 Copyn5 


罗 二 友人 Case 
的 矩阵 C=(c), 是 正 交 的 ,那么 它 就 称 为 正 交 的 线性 替换 . 正 交 的 线性 替换 当然 是 非 
退化 的 . 
用 二 次 型 的 语言 ,定理 7 可 以 叙述 为 
定理 8 任意 一 个 实 二 次 型 


下 
光 帝 CQ 
iT 各 


卫生 


最 后 我 们 指出 ,这 一 节 的 结果 可 以 应 用 到 几何 上 化 简直 角 坐 标 系 下 二 次 曲面 的 方 
程 ,以 及 讨论 二 次 曲面 的 分 类 . 
在 直角 坐标 系 下 ,二 次 曲面 的 一 般 方 程 是 


az2+aay +dsz+20DXY+2uxz+20y2+20x+20y+20z+d= 0. 本 朋 | 
令 
Gil GI Ga3 艺 2 
4=|a aa CD 中 及 =| 
部 3 在 2 全 和 届 
则 (5) 可 以 写成 
天 4 和 +2B X+d= 0， (6) 
经 过 转轴 ,坐标 变换 公式 为 
] 8 
路 5 
z 6 人 
或 者 
下 =(C 夺 |. 


其 中 C 为 正 交 矩阵 且 | C | =1. 在 新 坐标 系 中 ,曲面 的 方程 就 是 
KTC AC) 下 ,+2( 到 3 C) 五 +d=0， 
根据 上 面 的 结果 ,有 行列 式 为 1 的 正 交 和 矩阵 C ,使 


和 A，0 0 
CC AD 
全 册 ws 


这 就 是 说 ,可 以 作 一 个 转轴 ,使 曲面 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 
和 zi1+Ay71I+Az1I+207 x+207 yi+207 zi+d=0， 
其 中 


87 向 量 到 子 空间 的 距离 "最 小 二 乘法 | 全 和 
(本 


这 时 ,再 按照 AN, ,A;,A; 是 否 为 零 的 情况 , 作 适 当 的 移 轴 与 转轴 就 可 以 把 曲面 的 方程 化 
成 标准 方程 .譬如 说 , 当 A,,Aa,As 全 不 为 零 时 ,就 作 移 轴 


于 是 曲面 的 方程 化 为 


其 中 


$7 向 量 到 子 空间 的 距离 ' 最 小 二 乘法 


在 解析 几何 中 ,两 个 点 w& 和 有 间 的 距离 等 于 向 量 w-pB 的 长 度 .在 欧 氏 空间 中 我 们 
同样 可 引入 

定义 13 长 度 | we-B | 称 为 向 量 “和 情 的 距离 , 记 为 d(a,B)， 

不 难 证 明 距 离 的 三 条 基本 性 质 : 

1) da,B)=d08,a); 

2) d(a,B)=0, 并 且 仅 当 w=B 时 等 号 才 成 立 ; 

3) d(a,B)<d(a,y)+d(7y,B) (三 角形 不 等 式 ). 

证 明 留 给 读者 . 

在 中 学 所 学 几何 中 知道 一 个 点 到 一 个 平面 (或 一 条 直线 ) 上 所 有 点 的 距离 以 垂 线 
最 短 .下 面 可 以 证 明 一 个 固定 向 量 和 一 个 子 空 间 中 各 向 量 间 的 距离 也 是 以 * 垂 线 最 短 ”. 

先 设 一 个 子 空间 矿 , 它 是 由 向 量 ai ,ae ,ws 所 生成 , 即 克 =L(a wax). 一 
个 向 量 a 垂直 于 子 空间 中 ,就 是 指向 量 w 垂直 于 多 中 任何 一 个 向 量 .容易 验证 a 垂直 
于 罗 的 充分 必要 条 件 是 e 垂直 于 每 个 w(i= 1,2，…, 丰 )， 

现 给 定 B, 设 y 是 丈 中 的 向 量 ,满足 8-7y 垂直 于 只 要 证 明太 到 下 中 各 向 量 的 距 
离 以 垂 线 最 短 ,就 是 要 证 明 对 多 中 任 一 向 量 6, 有 

18-7y| 大 18-5 |. 

我 们 可 以 画 出 示意 图 ,如 图 1 所 示 . 

证 明 B-6=(B-7y)+(7y-5). 因 多 是 子 空间 ,ye 外 ,66 四, 则 7y-56e 下 故 B-7y 重 
直 于 y-6. 由 色 股 定理 ， 
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18-7| +17-5| =18-51 ， 


16-7y| 三 18-51.1 

这 就 证 明了 ,向 量 到 子 空间 各 向 量 间 的 距离 
以 垂 线 最 短 . 

这 个 几何 事实 可 以 用 来 解决 一 些 实际 问题 ， 
其 中 的 一 个 应 用 就 是 解决 最 小 二 乘法 问题 . 先 看 
下 面 的 例子 . 

例 已 知 某 种 材料 在 生产 过 程 中 的 废品 率 y 与 某 种 化 学 成 分 立 有 关 . 下 列表 中 记 
载 了 某 工 厂 生 产 中 y 与 相应 的 * 的 几 次 数值 : 


7 1.00 0.9 0.9 0.81 0.60 0.56 0.35 


YA 9 3.6 | 3.8 3.9 4.0 4.1 了 .2 


我 们 想 找 出 对 x 的 一 个 近似 公式 . 
解 ”把 表 中 数值 画 出 图 来 看 ,发 现 它 的 变化 趋势 近 于 一 条 直线 .因此 我 们 决定 选 
取 * 的 一 次 式 ax+4 来 表达 .当然 最 好 能 选 到 适当 的 ac, 使 得 等 式 
3.6a+0-1.00=0， 
3.7a+0-0.9=0， 
3.8u+b-0.9=0， 
3.9w+0=-0.81=0， 
4.0a+ub=-0.60=0， 
4.1u+b-0.56=0， 
4.24+b-0.35=0 
都 成 立 . 实 际 上 是 不 可 能 的 .任何 代入 上 面 各 式 都 发 生 些 误差 .于 是 想到 找 ,4 使 得 
上 面 各 式 的 误差 的 平方 和 最 小 , 即 找 ec, 使 
(3.6a+0-1.00) "+(3.7a+b-0.9)2+(3.8a+0-0.9)2+(3.9a+b-0.81): 
+(4.0a+0-0.60)2+(4.1o+0-0.56)2+(4.24+0-0.35) ， 
最 小 .这 里 讨论 的 是 误差 的 平方 即 二 乘 方 , 故 称 为 最 小 二 乘法 .现在 转向 一 般 的 情况 . 
最 小 二 乘法 问题 ”线性 方程 组 
本 1| 芭 1 牛 加 2 元 3 十 < 生 丰 | 和 一 和 三 日 ， 
azZi 寺 ax 十 二 Q2X -0 =0， 
他 和 二 全 二 sa 十 0 区 一 三 人 


可 能 无 解 , 即 任何 一 组 数 v,,z:,…,*, 都 可 能 使 
到 (azi+aaxa 二 TOLLY 一 ) v 


不 等 于 零 .我 们 设法 找 zz， 使 (1) 最 小 ,这 样 的 zx: ,zx, 称 为 方程 组 的 最 小 
二 乘 解 . 这 种 问题 就 叫 最 小 二 乘法 问题 . 
下 面 我 们 利用 欧 氏 空间 的 概念 来 表达 最 小 二 乘法 ,并 给 出 最 小 二 乘 解 所 满足 的 代 


$7 向 量 到 子 空间 的 距离 。 最 小 二 乘法 中 重 


数 条 件 . 令 
吕 a 
CE 放 和 Cn 务 员 
一 Cl 民 轴 = 一 王 入 9 三 克基 《2) 
Qi QQ 可 了 二 
用 距离 的 概念 ,(1) 就 是 
| 了 -五 | 
最 小 二 乘法 就 是 找 zzz,…,x* 使 了 与 召 的 距离 最 短 . 但 从 (2) 知 道 ,向 量 了 就 是 
Qi1l QI12 CC 
Ga 0 G， 
了 =xi +Xa| | 十 十 % 
“ Q， 忆 


把 4 的 各 列 向 量 分 别 记 成 el ,as ,…,a,. 由 它们 生成 的 子 空间 为 Z(ai ,as ,…,a,). 了 就 
是 Layas,…,a,) 中 的 向 量 . 于 是 最 小 二 乘法 问题 可 叙述 成 : 
找 忒 使 (1) 最 小 ,就 是 在 2LOaia,…,a,) 中 找 一 向 量 了 ,使 得 如 到 它 的 距离 比 到 
子 空 间 2(a ,wa , ,ae,) 中 其 他 向 量 的 距离 都 短 . 
应 用 前 面 所 讲 的 结论 , 设 
了 =4 下 =XiGI+XaG 十 … 十 ,GEL， 
是 所 要 求 的 向 量 , 则 
C = 已 -了 = 万 -4 
必须 垂直 于 子 空 间 Za 2 全， ) .为 此 只 需 而 且 必 须 
(Cal)=(Ca)=…=(C,a,)=0. 
回忆 和 抢 阵 乘法 规则 ,上 述 一 串 等 式 可 以 写成 算 阵 相 乘 的 式 子 , 即 
alC=0，oC=0，…，wC=0. 
而 el ,we ,…,e': 按 行 正 好 排 成 矩阵 4 ,上述 一 串 等 式 合 起 来 就 是 
47(B-4X)=0， 
或 
474 天 =47 甩 . 
这 就 是 最 小 二 乘 解 所 满足 的 代数 方程 , 它 是 一 个 线性 方程 组 ,系数 矩阵 是 4"4 ,常数 项 
是 4 号 .这 种 线性 方程 组 总 是 有 解 的 .( 参 见 第 五 章 习 题 17. ) 
回 到 前 面 的 例子 , 易 知 
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3.6 1 1.00 
3./ 1 0.90 
3.8 1 0.90 
人 =|3.9 1T|， 下 =| 0.81 
4.0 1 0.60 
4.1 1 0.56 
4.2 1 0.35 


最 小 二 乘 解 <, 所 满足 的 方程 就 是 
本 人 运 
47T4 | je 


即 为 
106.75u+27.30-19.675=0， 
RS 


a=-1.05，0=4.81( 取 三 位 有 效 数 字 ). 


$8 本 空间 介绍 


欧 氏 空间 是 专 对 实数 域 上 线性 空间 而 讨论 的 .本 空间 实际 就 是 复数 域 上 的 欧 氏 
空间 . 
定义 14 人 间 ,在 了 上 定义 了 一 个 二 元 复 函 数 , 称 为 内 积 ， 


”人 


2 (jia ,B)= ka 0 
3) (a+B,y)=(a,7y)+(B.7y); 
4) (aa) 是 非 负 实数 ， 0 和 和 0， 


对 


例 在 线性 空间 C， 人 对 向 量 
Q=(ala md)，B=(O 0 ) 
定义 内 积 为 
(a;B)=@D+ab+ ta b (1) 

显然 ,内 积 (1) 满 足 定义 14 中 的 条 件 .这 样 ,C"” 就 成 为 一 个 西 空间 . 

由 于 酉 空间 的 讨论 与 欧 氏 空间 的 讨论 很 相似 ,有 一 套 平行 的 理论 ,因此 这 里 只 简 
单 地 列 出 重要 的 结论 ,而 不 详细 论证 ， 

首先 由 内 积 的 定义 可 得 到 

1) (ae,jB)=k(a:B). 


8 本 空间 介绍 中 证 


2) (ae,B+7)=(aw,B)+(a,7). 

和 在 欧 氏 空间 中 一 样 ,因为 (w,aw) 宇 0, 故 可 定义 向 量 的 长 度 . 

3) V(a,a) 叫做 向 量 e 的 长 度 , 记 为 | w |. 

4) 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 仍然 成 立 , 即 对 任意 的 向 量 w,B ,有 

|(a,8)1<lal181. 
当 且 仅 当 ea,B 线性 相关 时 ,等 号 成 立 . 

注意 :本 空间 中 的 内 积 (e,B) 一 般 是 复数 , 故 向 量 之 间 不 易 定义 夹 角 , 但 我 们 仍 
引入 

5) 向 量 we,B, 当 (eaw,B)= 0 时 , 称 为 正 交 或 互相 垂直 . 

在 对 维 西 空间 中 ,同样 可 以 定义 正 交 基 和 标准 正 交 基 , 并 且 关 于 标准 正 交 基 也 有 
下 述 一 些 重要 性 质 : 

6) 任意 一 组 线性 无 关 的 向 量 可 以 用 施 密 特 过 程 正 交 化 ,并 扩充 成 为 一 组 标准 正 
交 基 . 

7) 对 阶 复 矩 阵 4, 用 4 表示 以 4 的 元 素 的 共 生 复 数 作 元 素 的 矩阵 .如 4 满足 
474 =447= 巨 ,就 叫做 酉 矩阵. 它 的 行列 式 的 绝对 值 等 于 1， 

两 组 标准 正 交 基 的 过 渡 矩 阵 是 酉 矩阵 . 

类 似 于 欧 氏 空间 的 正 交 变 换 和 对 称 和 矩阵, 可 以 引进 酉 空间 的 酉 变换 和 埃 尔 米 特 
(Hermmite) 和 矩阵 .它们 也 分 别 具 有 正 交 变换 和 对 称 和 矩阵 的 一 些 重要 性 质 , 我 们 把 它 列 举 
在 下 面 : 

8) 酉 空间 了 的 线性 变换 吧 ,如 果 满 足 

(wa,B)=(a:,B)， 
就 称 为 了 的 一 个 本 变换 . 酉 变换 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 西 矩 阵 . 

9) 如 矩阵 4 满足 

47=4， 
则 叫 埃 尔 米 特 矩 阵 .在 西 空间 C" 中 令 


则 
(wa,B)=(a,xB). 
到 也 是 对 称 变换 . 
10) 了 是 本 空间 , 凤 是 子 空间 , 太 是 凤 的 正 交 补 , 则 了 = 态 四 态 . 
又 设 态 是 对 称 变换 的 不 变 子 空间 , 则 三 也 是 不 变 子 空间 . 
11) 埃 尔 米 特 矩阵 的 特征 值 为 实数 , 它 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 交 . 
12) 若 4 是 埃 尔 米 特 矩 阵 , 则 有 本 和 拖 阵 C ,使 
Cr4C=CI4C 
是 对 角 算 阵 . 
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13) 设 4 为 埃 尔 米 特 矩 阵 ,二 次 齐 次 函数 


关节 站 了 4 天 天 衣 = XT4 丰 
isl JI 


叫做 埃 尔 米 特 二 次 型 . 必 有 西天 阵 C, 当 =CY 时 ， 


人 diyiyi 站 @@2Jay3 十 sw* 二 加 7 


习 题 


1. 设 4 是 一 个 二 阶 正定 矩阵 ,而 
本 
在 R" 中 定义 内 积 为 
(a,B)=a487. 
1) 证 明 : 在 这 个 定义 之 下 ,R“” 成 一 欧 氏 空间 ; 
2) 求 单位 向 量 sl =(1,0,…,0),s;,=(0,1,…,0),，…，s,=(0,0,…,1) 的 度量 矩阵 ; 
3) 具体 写 出 这 个 空间 中 的 柯 西 = 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ， 
2. 在 R' 中 , 求 a,B 之 间 的 夹 角 4a,B)( 内 积 按 通常 定义 ). 设 
1 二 =(2 记 352 克 =(] 2 二 2 2)》 让 =(152;23) 88=(3i155 1T) 5 
37 E= (1 1 2) ; 记 E(3,-1.0)， 
3. d(a,B)= | ar-B | 通常 称 为 w 与 B 的 距离 ,证 明 : 
da,y)<da,B)+dB,7)， 
4. 在 有 中 求 一 单位 向 量 与 (1,1,-1 1 (015=1=-11) (2,113) 正 交 ， 
5. 设 al ,as ,…,a, 是 欧 氏 空间 上 的 一 组 基 , 证 明 : 
1) 如 果 yeEy 使 (y,a )= 0(i=1,2,…,n) ,那么 y=0; 
2) 如 果 y,,》y， ET 对 任 一 aeY 有 (7 ,ae)= (7 ,a) ,那么 yi =7， 
6. 设 el,s:,E; 是 三 维 欧 氏 空间 中 一 组 标准 正 交 基 ,证明 ; 


ai = 本 (2ei+2e-ey)， 必 = 本 (2ei-ert2e))， = 本 (el-2es-2e)) 
也 是 一 组 标准 正 交 基 ， 

7. 设 si ,sy,si,el,s; 是 5 维 欧 氏 空间 了 的 一 组 标准 正 交 基 ,YW =Lai as,as) ,其 中 ai =si+es， 
au =EI=-Ei+Elyai =2Ei+Ei+ei, 求 几 的 一 组 标准 正 交 基 . 

8. 求 齐 次 线性 方程 组 


| 2 闷 凯 三 是 二 同 三 3 三 小 


外 
之 


区 | 老区 s 瑟 5 二 罗 
的 解 室 间 (作为 R* 的 子 空间 ) 的 一 组 标准 正 交 基 . 
9. 在 RIx], 中 定义 内 积 为 (Ng)= | ax)g(z)dx, 求 R[x], 的 一 组 标准 正 交 基 ( 由 基 1,zvz， 
习 出 发 作 正 交 化 )， 
10. 设 了 是 一 ， 维 欧 氏 空间 ,az0 是 Y 中 一 固定 向 量 
1) 证 明 : 


访 = 位 | 区 可)=0,E 人 网 


习题 上 


是 了 的 一 子 空间 ; 
2) 证 明 : 包 的 维 数 等 于 "一 1， 
11. 1) 证 明 : 欧 氏 空 间 中 不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 ; 
2) 利用 上 述 结 果 证 明 : 任 一 欧 氏 空间 都 存在 标准 正 交 基 . 
12. 设 wa, ,an 是 于 维 欧 氏 空间 趣 中 一 组 向 量 ,而 


(ai 《人 
| aaa) (ooa) 人 (oavan) 
(本 二 这 《十 0 


证 明 : 当 且 仅 当 |4 | 关 0 时 ,ai ,as,…，vaw 线性 无 关 . 
13. 证 明 : 上 三 角形 的 正 交 矩阵 必 为 对 角 符 阵 , 且 对 角 线 上 的 元 素 为 1 或 -1. 
14. 1) 设 4 为 一 个 二 阶 实 和 矩阵 , 且 |4 | 过 0, 证 明 4 可 分 解 成 


太 三 @7， 
其 中 @ 是 正 交 抢 阵 ,7 是 上 三 角形 矩阵 , 即 
和 太太 相 
0 1 
有 。 
0 0 ! 


且 与 >0(i=1,2,…,a) ,并 证 明 这 个 分 解 是 唯一 的 ; 
2) 设 4 是 宗 阶 正定 矩阵 ,证明 存 在 一 上 三 角形 矩阵 了 ,使 
此 三 人 到 
15. 设 3 是 半 维 欧 氏 空间 了 中 一 单位 向 量 ,定义 变换 必 : 
内 a=a-2(07 ,ae). 
证 明 : 
1) 有 是 正 交 变换 ,这 样 的 正 交 变 换 称 为 镜面 反射 ; 
2) %% 是 第 二 类 的 ; 
3) 如 果 地 维 欧 氏 室 间 中 , 正 交 变 换 芯 以 1 作为 一 个 特征 值 , 且 属于 特征 值 1 的 特征 子 空 间 
内 的 维 数 为 "-1 ,那么 如 是 镜面 反射 . 
16. 证 明 : 实 反 称 矩阵 的 特征 值 是 零 或 纯 虚 数 ， 
17. 求 正 交 和 矩阵 了 ,使 .47 成 对 角形 ,其 中 4 为 


2 =Z 渔 芒 
省 -党 2| 这 海 -二 全 
和 =2 而 = 过 := 下 下 
004 1 - 训 =- 区 ”多 
六 古 业 人 = 邯 Si = 栖 
3) 了 4) 

41T100 站 
1 4 0 0 -3 3 -3 -1 
从 下 本 

站 lli 
3) 

有 

下 


18. 用 正 交 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 : 
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1) zi+2x+3xz2 一 4xx 一 4x2xs 
2) 刀 一 2x2 一 2x3 一 4xixz+451X3 十 8x2x3i 
22 
汪 ) 十 2 十 天 3 二 区 4 一 2X 区 十 G% 和 3 一 4 一 人 28 十 GX2X4 一 2X3 和 4 
19. 设 4 是 于 阶 实 对 称 矩 阵 ,证 明 :4 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 全 大 于 零 . 
20. 设 4 是 于 阶 实 矩 阵 ,证 明 : 存 在 正 交 抢 阵 了 ,使 7 47 为 三 角形 抢 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 
特征 多 项 式 的 根 全 是 实 的 . 
21. 设 4,B 都 是 实 对 称 和 矩阵 ,证明 :存在 正 交 和 矩阵 7, 使 7 47= 的 充分 必要 条 件 是 4, 忆 的 特 
征 多 项 式 的 根 全 部 相同 ， 
22. 设 4 是 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 4 =4 ,证 明 : 存 在 正 交 矩阵 ,使 
1 


0 
23. 证 明 : 如 果 只 是 站 维 欧 氏 空间 的 一 个 正 交 变换 ,那么 双 的 不 变 子 空间 的 正 交 补 也 是 愉 的 不 变 
子 空间 . 
24. 欧 氏 空间 了 中 的 线性 变换 尽 称 为 反 称 的 ,如 果 对 任意 e,B es 六， 
(wa,B)=-(a,%B). 
证 明 : 
1) 双 为 反 称 的 充分 必要 条 件 是 ,%% 在 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 反 称 矩阵 ， 
2) 如 果 内 是 反 称 线性 变换 交 的 不 变 子 空间 , 则 三 也 是 . 
25. 证 明 : 向 量 Be 内 是 向 量 a 在 子 空间 岂 上 的 内 射影 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 的 专 ET 册 ， 
|a-B|< |e-|. 
26. 设 由 ,是 欧 氏 空间 了 的 两 个 子 空间 ,证 明 : 
(有 + 也 )= 隆 站 了 天， 《多 太 )= 夺 + 吐 . 
27. 求 方 程 组 
0.39x-1.89y= 1， 
0.61z-1.80y= 1， 
0.93x-1.687= 1， 
1.35x-1.50y= 1 
的 最 小 二 乘 解 .用 "到 子 空 间距 离 最 短 的 线 是 垂 线 " 的 语言 表达 出 上 述 方程 组 的 最 小 二 乘 解 的 几何 意 
义 , 由 此 列 出 方程 并 求解 .( 取 三 位 有 效 数 字 计 算 ,) 


补 充 题 


1. 证 明 : 正 交 符 阵 的 实 特 征 根 为 上 1， 
2. 证 明 : 奇 数 维 欧 氏 空间 中 的 旋转 一 定 以 1 作为 它 的 一 个 特征 值 . 
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3. 证 明 : 第 二 类 正 交 变 换 一 定 以 -1 作为 它 的 一 个 特征 值 . 
4. 设 % 是 欧 氏 空间 了 的 一 个 变换 .证 明 : 如 果 只 保持 内 积 不 变 , 即 对 于 a,B syY,(x%wa,%B)=(a， 
B) ,那么 它 一 定 是 线性 的 ,因而 它 是 正 交 变换 . 
5. 设 aa …,a 和 有 ,B…,B,。 是 半 维 欧 氏 空间 了 中 两 个 向 量 组 ,证 明 存在 一 正 交 变换 
哆 ,使 
ai=B， 1= 1 ,2，…， 了 
的 充分 必要 条 件 为 
(aai)=(BB1D)， 1 JJ= 1 ,2，… ，, 见 . 
6. 设 4 是 半 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 4?*= 互 ,证 明 :存在 正 交 矩阵 7, 使 
FE 0 
3 
PE 
7. 设 几 xn)= 于 4 是 一 实 二 次 型 ,A,Aa,…,A。 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 , 且 A, 三 Aa 
三 … 反 人 .证 明 : 对 任 一 刁 ER" ,有 
六 生生 过 大 守 本 放 时 车 
8. 设 二 次 型 几 zz zu) 的 矩阵 为 4,A 是 4 的 特征 多 项 式 的 根 ,证 明 : 存 在 R'" 中 的 非 零 向 量 
(zi 使 
JCY = 有 ( 症 十 区 2 十 -十 于 ) 
9. 1) 设 e,B 是 于 维 欧 氏 室 间 中 两 个 不 同 的 单位 向 量 ,证 明 :存在 一 镜面 反射 ,使 
wa)=B; 
2) 证 明 :n 维 欧 氏 空间 中 任 一 正 交 变 换 都 可 表 成 一 系列 镜面 反射 的 乘积 . 
10. 设 4,B 是 两 个 wx 实 对 称 和 矩阵 , 且 妃 是 正定 矩阵 .证 明 : 存 在 一 axn 实 可 逆 和 矩阵 了 ,使 747 
与 7 BT 同时 成 对 角形 . 
11. 证 明 : 丁 空间 中 两 组 标准 正 交 基 的 过 渡 和 矩阵 是 西 矩阵 ， 
12. 证 明 : 酉 和 抢 阵 的 特征 根 的 模 为 1. 
13. 设 4 是 一 个 款 阶 可 道 复 矩阵 ,证 明 :4 可 以 分 解 成 


4=07T， 
其 中 也 是 酉 矩阵 ,了 是 上 三 角形 矩阵 , 即 
2 和 
0 如 
ZX = 。 。 国 
0 0 1 


其 中 对 角 线 元 素 后 (= 1,2,… 必 ) 都 是 正 实数 ,并 证 明 这 个 分 解 是 唯一 的 . 
14. 证 明 : 埃 尔 米 特 矩阵 的 特征 值 是 实数 ,并 且 它 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 相互 正 交 . 
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第 十 章 
双 线 性 函数 与 壮 空 间 


读者 在 读 这 一 章 的 时 候 , 将 会 发 现 它 的 部 分 内 容 与 二 次 型 `. 欧 氏 空间 及 西 空间 的 部 分 


内 容 有 类 似 的 地 方 .然而 这 一 章 的 目的 就 是 把 这 些 内 容 统一 到 双 线 性 函数 的 概念 之 下 
来 进行 讨论 . 


首先 介绍 线性 空间 上 的 线性 函数 . 


$1 线性 困 数 


定义 1 设 了 是 数 域 己 上 的 一 个 线性 空间 /是 了 到 尸 的 一 个 呐 身 ,如果 / 请 中 

1) 人 败 a+B)= 几 oa)+ 人 DB) 

2) 岂 pa)=Aa)， 
其 中 心 ,B 是 了 中 任意 元 素 尖 是 尺 中 任意 数 , 则 称 / 为 了 上 的 一 个 线性 函数 . 

从 定义 可 推出 线性 函数 的 以 下 简单 性 质 : 

1. 设 /是 了 上 的 线性 函数 , 则 所 0)= 0, 帮 -ao)= -oa). 这 是 因为 

成 0)= oa)=or(a)=0 
凡 =-a)= 几 (=-1)a)= (Da= -ra 
2. 如 果 B 是 aas，…G, 的 线性 组 合 , 即 
应 二 二 大 中 54 和 吏 ， 
事 和 
所 B)= 记 所 ai)+A 所 as)+ 和 二 大 7a)， 
例 1 设 co…a, 是 已 中 任意 数 , 和 =(xziz ,xx,) 是 已 中 的 向 量 .函数 
所 加 ) = 成 光 ao ) = 和 天 | 十 QaXa 十 o* 十 双人 ， (1) 

就 是 已 上 的 一 个 线性 函数 . 当 wo = =…=d,=0 时 ,得 败 开 )=0, 称 为 零 函 数 , 我 们 仍 用 
0 表示 零 函 数 . 

实际 上 , 己 上 的 任 一 个 线性 函数 都 可 表 成 这 种 形式 . 令 

E=(0,…,0,1,0, ,0)， 71=1)2，……) 刀 
第 个 

忆 中 任 一 向 量 于 =(xzlywa xuv) 可 表 成 


蛋 三 XiEIi 二 NaE3 十 十 区 杞 ， 


设 / 是 P 上 一 个 线性 函数 , 则 


2 对 偶 空 间 中 


所 于 ) | 区 xiEi] = 妈 ， 


公 
令 
Qi= 扩 BEi) ， =1;2,…)7m， 
则 
所 四 ) = 区 | 十 QaXa 十 十 Q 和 
就 是 上 述 形式 (1). 
例 2 4 是 数 域 P 上 一 个 阶 窍 阵 , 设 
CU CE Cn 
Qi an 他 
允 三 
Qi Qi @ 


则 4 的 迹 
让 古 =Qii 十 Ga 十 十 作 ， 
是 已 上 全 体 守 阶 和 矩阵 构成 的 线性 空间 户 “ 上 的 一 个 线性 函数 . 
例 3 设 Y=PLxl, 是 忆 中 一 个 取 定 的 数 , 定 义 PLxj 上 的 函数 二 为 
DCP(xz))=Pp(i，Px)esPlx]， 
即 已 (P(x*) ) 为 PCx) 在 ! 点 的 值 ,(P(Cz)) 是 PLxj 上 的 线性 函数 . 
如 果 了 是 数 域 P 上 一 个 工 维 线性 空间 . 取 定 所 的 一 组 基 si ,s:,…,e 对 了 上 任意 
线性 函数 了 及 了 中 任意 向 量 
策 三 和 1 本 1 十 向 72 十 二 光 且 9 


都 有 
Ha = 人 we) = 字 se)， (2) 


因此 ,ae) 由 大 es) ,es,) 的 值 唯一 确定 . 反之 ， 叙 给 三 中 克 下 数 和 da vary 用 下 
式 定 义 了 上 一 个 函数 六 


一 个 线性 函数 ,并 且 
扩 BE)=G， =1,2，…) 克 
因此 ,有 
定理 1 设 了 是 己 上 一 个 ” 弘 线 仁 宣 亲 ， 届 ,可 高 是 平 芍 一 四 楷 oaisaa nn 


可， 流 :”“ 


忆 “ 认 7 省 -本 


交 本 WE 昌 ， 人 
8$2 对 偶 空 间 


设 了 是 数 域 P 上 一 个 维 线性 空间 ,Y 上 全 体 线性 函数 组 成 的 集合 记 作 2(VY,P) ， 
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人 自 第 十 章 ， 双 线性 函数 与 辛 空间 


可 以 用 自然 的 方法 在 二 态 P) 上 定义 加 法 和 数量 乘法 . 
设 刀 g 是 了 上 的 两 个 线性 困 数 .定义 图 数 六 g 如 下 : 
(Usg)(a)= 几 a)+g(a)， we 人 
+g 也 是 线性 函数 : 
(+g)(ae+B)=Aa+B)+Sa+B) 
= 人 败 a) + 几 B) +&g(a) +g(B) 
= 人 ES)Uan) 十 (+BiCBD7， 
Cr+S)(Chpa)=Hpa) +ga)=Aa) +iCa)=F+8)(a). 
Je 称 为 了 与 g 的 和 . 
还 可 以 定义 数量 乘法 . 设 / 是 了 上 线性 函数 ,对 己 中 任意 数 上 ,定义 函数 矿 如 下 : 
(CAE Ce)=Aa))，aEr， 
矿 称 为 下 与 了 的 数量 乘积 , 易 证 好 也 是 线性 函数 ， 
容易 检验 ,在 这 样 定 义 的 加 法 和 数量 乘法 下 ,CCV,P) 成 为 数 域 己 上 的 线性 空间 . 
取 定 了 的 一 组 基 sl ,ss ，…,2E 作 了 上 工人 个 线性 函数 厂 , 亡 ,使 
/Ho)= 人 fo ee ij=1 2 ,六 fi 
因为 广 在 基 sl,s,…,s, 上 的 值 已 确定 ,这 样 的 线性 函数 是 存在 且 唯 一 的 .对 了 中 向 量 


二 交 区 本 有 
fi= | 


Ja)=xi， 〈21) 
即 大 (ae) 是 ea 的 第 i 个 坐标 的 值 . 
引 理 对 了 中 任意 向 量 ,有 
G = 号 \ 询 名 | (3) 
而 对 以 凡 户 中 任意 向 量 太 有 
= 2 所 ei) 矿 (4) 


证 明 (3) 是 (2) 的 直接 结论 ,而 由 (1) 及 (3) 就 得 出 (4).1 
证 明 首先 证 明太 ,六 ,…, 太 是 线性 无 关 的 . 设 
缉 近 让 =0， 硬 本 机 总 虹 ， 

依次 用 ge 代入 , 即 得 o=c=…=c=0. 因 此 用 ,六 …, 大 是 线性 无 关 的 .又 由 
(4) 知 5P PP 中 任 一 向 量 都 可 由 帮 太 天 线性 表 出 ,所 以 太太 克 是 5CP,J 及 的 
一 组 基 , 维 (CCYP))=z2= 维 ( 太 . 

定义 2 ZKY, 户 称 为 了 的 对 偶 宰 间 . 由 (1) 决 定 的 5( PP 的 基 称 为 eve， ve 
的 对 个 基 

以 后 我 们 简单 地 把 了 的 对 偶 空 间 记 作 三 ， 

例 考虑 实数 域 R 上 的 寺 维 线性 空间 Y=PLx],, 对 任意 取 定 的 工 个 不 同 实数 w, ， 
,…,a, ,根据 拉 格 朗 上 日 插值 公式 ,得 到 个 多 项 式 


8$2 对 偶 空 间 | 下 


四 忆 《县 一 站 站 殖 一 元 一 国 1) 太一 妈 
(a 


它们 满足 


让 2 
iaiCPi) 人 ai 一 ai (Cai=an) 


本 1 癌 
PICxz) ,pxz) ,PCz) 是 线性 无 关 的 ,因为 由 


6 万 :六 芷 ) 十 62 万 (元 ) +…+cupo(X)= 0， 


i 12 元 


用 ;代入 , 即 得 
交代 四 =cipi(ai)=ci=0，71=1,2， ,nm， 


又 因 了 是 到 维 的 ,所 以 Pi(xz) ,pxz) PC) 是 了 的 一 组 基 . 
设 广 Ef 六 (=1,2,…,) 是 在 wa 点 的 取 值 函数 , 即 
LPG(z))=P(aw)，PCx) ET， 
则 线性 函数 元 满足 
1， ;=) 
CKP(e))=MMeD)=| 0 2 
因此 ;7 是 Pi(z) ,pxz) PCz) 的 对 偶 基 . 
下 面 讨 论 耻 的 两 组 基 的 对 偶 基 之 间 的 关系 . 


设 是 数 域 下 上 一 诈 并 维 线性 空间 . E1，E2，“…，E) 及 7 ，71: 
基 . 它 们 的 对 偶 基 分 别 是 几 , 故 四 法 及 82 ,8 再 设 


i= 1 ,2 


,1 是 了 的 两 组 


(772 
(g， 网 
其 中 
本 上 全 | 
Gaif ga 
省 三 5 
Qi 


由 假设 


27; 二 47El 十 0aiE2 十 十 QiEn ? 
人 = 二 5 二 ， 


因此 


“ ,条 让) 二 (Bi 2 区 | 3 
,区 二 (人 
Qin 0 02 
Qa2r bp 
亿 有 中 1 4 PR 的 0 HP 


Et 


了 2 


8i 人 37i) = > baiEl 二 aaiEa 十 … 十 CniEn) 
f=1 


由 矩阵 乘法 定义 , 即 得 


一 :Qi 寺 Q 十 起 
1， 了 三 方 
二 必 1 = 1,2 区 
95 了 有 加 
尼 "44= 酝 ， 


印 
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| 有 有 第 十 章 . 双 线 性 函数 与 辛 空间 


已 =4 
因此 有 下 述 定理 : 
定理 3 设 有 88 ,Bi 及 太 ， 79 本 E 间 了 的 两 组 基 ,它们 的 对 偶 基 


分 出 为 及 下 及 避 本 ,基于 下 Eee 到 可 本 … .的 过 当 际 为 
4 那 秋 于 页 汶 5 过 到 曾 8BaP BE 殉 过 久生 陈 尖 ( 1 
设 了 是 P 上 一 个 线性 空间 ,是 其 对 偶 空间 , 取 定 了 中 一 个 向 量 x ,定义 三 的 函数 
“( 门 = 似 )， ET ， 
人 xY “是 三 上 的 一 个 线性 函数 ,因此 是 三 的 对 偶 空 间 
(7 ) ”=Y” 中 的 一 个 元 素 ， 
定理 4 了 是 一 个 线性 空间 ,YY ”是 了 的 对 偶 空间 的 对 偶 空 间 . 了 到 六 的 映射 


本 


证 明 对 任意 xi ,zeyY,rsy” ,有 
【而 十 购 业 “( 骨 三 并 本 本 区 = 所 区 于 成 
= 贡 “ 雪 包 贡 区 《交友 (部 ，) 份 ， 
(MD) (用 = 成 肛 = =T CD = Ge )UOD. 
因此 
仅 本源” 二 有 机 (Mi ”= 太 )” 
所 以 这 个 映射 保持 加 法 和 数量 乘法 . 
如 果 x ”为 广 上 零 画 数 , 即 对 任 一 Js 三 ,都 有 


xz (=/xz)=0 
则 由 (3) ,z=0. 故 这 个 映射 是 单 射 ,又 因 【 了 与 广 维 数 相 同 ,所 以 这 个 映射 是 一 个 同 构 
映射 . 
这 个 定理 说 明 ,线性 空间 了 也 可 看 成 三 的 线性 函数 空间 ,与 三 实际 上 是 互 为 线 


ee 这 就 是 对 偶 空 间 名 词 的 来 由 ,由 此 可 知 , 任 一 线性 空间 都 可 看 成 菜 个 线 
空间 的 线性 函数 所 成 的 空间 ,这 个 看 法 在 多 线性 代数 中 是 很 重要 的 . 


8$3 双 线 性 函数 


Ce 了 是 数 域 PP 上 一 下 间 ,Ca， WA 人 人 浊 现 Y 中 任意 


是 


人 


-关机 HBLHEBJ)= 人 
2) 所 语 ai+hiaas)B)= 语 几 aB)+A7 as 人 
其 中 avai ,as,B,B\B。 是 了 中 任意 向 量 ,及 , 忆 是 忆 中 任意 数 , 则 称 /ae,B) 为 了 上 的 
一 个 双 线性 函数 


辣 “ 


这 个 定义 实际 上 是 说 对 于 了 上 双 线 性 函数 /ae;B) ,将 其 中 一 个 变 元 固定 时 是 另 


3 双 线 性 函数 | 有 


一 个 变 元 的 线性 函数 . 
例 1 欧 氏 室 间 Y 的 内 积 是 了 上 双 线 性 函数 ， 
例 2 设 几 ae) ,Ca) 都 是 线性 空间 了 上 的 线性 函数 , 则 
JaB)=Aa)PB)，aBsT 
是 了 上 的 一 个 双 线 性 函数 ， 
例 3 设 已 是 数 域 P 上 维 列 向 量 构成 的 线性 空间 ,X,7eP ,再 设 4 是 尸 上 一 
个 到 阶 方 阵 . 令 


大于 ,站 = 瑟 4， (1) 
则 扰民 ,2 是 忆 上 的 一 个 双 线 性 函数 . 
如 果 设 固 汉人 (Wi 329 让 2 生 《和 于 本 ,并 设 


全 Ci 
着 二 | 人 
侣 江 次 ， 包 
则 
FX,7) = 呈 袜 wx (2) 


(1) 或 (2) 实 际 上 是 数 域 尺 上 任意 维 线性 空间 了 上 的 双 线 性 函数 几 a,B) 的 一 般 
形式 ,可 以 如 下 地 说 明 这 一 事实 . 取 了 的 一 组 基 si ,es ,…:,s,, 设 


1 
Wai 
一 《面相 9 州 | 二 48 
和 
书 
2 
B=(si,s ,2E,)| |=(EiE， 2E, ) 了 了 
5 
则 
A 几 a;B) = 必 > 站 Bi 赔 yiai] 二 > 所 Ei5Ei)Xiyi (3, 
生 | 三 1 三 f 全 
令 


她 = 及 而 可) 0 


级 村 疯 网 本 

Ci 亿 
凡 = 

全 1 他 Q 


且 帮 介 -7 | 
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上 中 第 十 章 ” 双 线性 函数 与 辛 空间 


是 了 的 -组 大, 虽 和 了 
汽 夯 5 本 沂 王 Di 忆 J 几 Bi 2,) 
我 2， 让 【 5 2 芒 2 
_| 帮 = E 所 E E E E (4 
成 济世 5 
称 为 (esB) 在 ,eve 下 的 度量 给 陈 
上 面 的 讨论 说 明 , 取 定 了 的 一 组 基 sl ,se ,es, 后 ,每 个 双 线 性 范 数 都 对 应 于 一 个 
!_ 阶 和 矩阵 ,就 是 这 个 双 线 性 函数 在 基 sl ,es ,…,e, 下 的 度量 矩阵 .度量 矩阵 被 双 线性 函 
数 及 基 唯 一 确定 .而 且 不 同 的 双 线 性 函数 在 同一 组 基 下 的 度量 矩阵 一 定 是 不 同 的 . 
反之 , 任 给 数 域 P 上 一 个 茎 阶 和 矩阵 


CD 0 “ ”Cn 


对 了 中 任意 向 量 w=(si,s ,2E,) 下 及 B=(el,6 ,2E,)7, 其 中 瑟 =( 人 (xi )， 
Z=( 人 (yy ) 用 
Ja,B) = 天 4 = 》 >》 ai 

定义 的 函数 是 了 上 一 个 双 线 性 函数 .容易 计算 出 所 ae,B) 在 ss ,es 下 的 度量 矩阵 
就 是 4 

因此 ,在 给 定 的 基 下 ,站 上 全体 双 线性 函数 与 已 上 全 体 冯 阶 矩 阵 之 间 有 一 个 双 射 

在 不 同 的 基 下 ,同一 个 双 线 性 函数 的 度量 矩阵 一 般 是 不 同 的 ,它们 之 间 有 什么 关 
系 呢 ? 设 sl ,s,…,s, 及 Ti 是 线性 空间 了 的 两 组 基 , 且 

(32729720 )= (sy25 2)C. 
a, 是 了 中 两 个 向 量 ， 
Ga=(2i,E 2E,) 丰 =( 7 777) 开 )， 
B=(Ei,E pu,E,) 了 =(77 7 7 ) 了 了. 
那么 
十 三 加 本 ，， 遂 二 本 
如 果 双 线性 函数 几 ae;,B) 在 sg, ,2E, 及 7 7, 下 的 度量 矩阵 分 别 为 4, 忆 ， 
则 有 
Xea,B)=X 47=(CX ) 4CCY )=XUOCIAC)Y 
双 
ai;B)=XIB7， 
因此 
=C 4C. 

这 说 明 同 一 个 双 线 性 函数 在 不 同 基 下 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 

定义 5 设 几 ae,B) 是 线性 空间 了 上 一 个 双 线性 函数 ,如 果 


$3 双 线 性 函数 | 生 


几 a,B)= 0， 
对 任意 Be 六 可 推出 w=0 就 称 为 非 退 化 的 . 

可 以 应 用 度量 矩阵 来 判断 一 个 双 线 性 函数 是 不 是 非 退 化 的 . 设 双 线 性 函数 妃 e,B) 
在 基 sl ,se ,…，,2, 下 的 度量 矩阵 为 4, 则 对 ae=(si,e，…,E,) 开 ,B=(si,s，…E,) 了 ,有 
ae,B)= 下 4 

如 果 向 量 ae 满足 
Ha, 6)=0， 对 任意 Be 
那么 对 任意 了 都 有 
允 47=0. 
因此 
X 4=0. 
而 有 非 零 向 量 X 使 上 式 成 立 的 充 要 条 件 为 4 是 退化 的 ,因此 易 证 双 线 性 函数 屹 a,B) 
是 非 退化 的 充 要 条 件 为 其 度量 矩阵 4 为 非 退 化 矩阵 ， 
对 度量 矩阵 作 合同 变换 可 使 度量 矩阵 化 简 ,但 对 一 般 矩 阵 用 合同 变换 化 简 是 比较 
复杂 的 .对 于 对 称 和 矩 阵 我 们 已 有 较 完 整 的 理论 ,以 下 我 们 就 转向 这 种 特殊 的 也 是 最 重 
要 的 情形 . 
定义 6 /ae,B) 是 线性 室 间 了 上 的 一 个 双 线性 函数 ,如 果 对 了 中 任意 两 个 向 量 mw， 
B ,都 有 
人 几 a,B)= 几 Ba)， 

则 称 所 ae,B) 为 对 称 双 线 性 函数 .如 果 对 了 中 任意 两 个 向 量 e,B ,都 有 
Ha,B)=-AB,a)， 

则 称 岂 we,B ) 为 反 称 双 线 性 函数 

设 Ha;B) 是 线性 空间 了 上 的 一 个 对 称 双 线性 函数 ,对 了 的 任 一 组 基 sg ,ss,， 

由 于 

坊 醒 : 画 )E 肪 而: 醒 ) 
故 其 度量 矩阵 是 对 称 的 . 另 一 方面 ,如 果 双 线性 函数 ae,B) 在 si,s,…,s, 下 的 度量 拢 
阵 是 对 称 的 ,那么 对 了 中 任意 两 个 向 量 w= (ss ) 王 及 B=(si,s，…,E,) 了 ， 
都 有 
Ha,B)=X 47=74X=74X=HB,a). 

因此 扎 a,B) 是 对 称 的 ,这 就 是 说 , 双 线 性 函数 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 它 在 任 一 组 基 下 的 
度量 矩阵 是 对 称 和 矩阵 . 


我 们 知道 , 欧 氏 空间 的 内 积 不 仅 是 对 称 双 线性 函数 ,而 且 它 在 任 一 组 基 下 的 度量 
矩阵 是 正定 矩阵 . 

根据 二 次 型 一 章 中 关于 对 称 和 矩阵 在 合同 变换 下 的 标准 形 的 理论 ,我 们 有 下 述 
定理 ， 

定理 5 设 了 是 数 二 P 上" 乱 线 件 宣 间 V(e,B) 是 了 上 的 对 称 到 线性 和 数 , 风 丰 


关 


在 了 的 一 组 基 el ,es,…,e,, 使 六 ae,B) 在 这 组 基 下 的 度量 矩阵 为 对 角 和 矩阵. | 


下 而 我 们 用 类 似 于 施 密 特 正 交 化 的 方法 ， 给 出 这 个 定理 的 另 一 证 明 . 
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只 要 证 明 能 找到 一 组 基 si ,es ,…,e, ,使 
所 曾 9 二 IO， 2 
如 果 对 了 中 一 切 ae,B 都 有 几 a,B)=0, 则 结论 成 立 . 
如 果 . 几 ea,B) 不 全 为 0, 先 证 必 有 si 使 ee ) 关 0. 和 否则 , 若 对 于 所 有 we 太 皆 有 
几 aa)=0, 那 么 对 任意 w,B sVY, 有 


几 aB)= 了 arB,atB)Taa)AB.B) | =0， 


矛盾 ， 人 2 是 存在 的 .现在 对 空间 维 数 站 作 归 纳 法 , 设 对 于 维 数 科 "=-1 的 空 
加 ,上 述 结论 成 立 . 将 EIi 扩充 成 Y 的 一 组 基 吾 | 了 2 人， 令 


E' = 刀 人 有 让 人 3 二。 
7 了 
则 
Je,eE')=0 三 53 5 


易 知 si,2E ,2 仍 是 Y 的 一 组 基 ， 考察 册 2 ,2 生成 的 线性 子 空间 忆 (es':， 

2 ,72!) ,其 中 每 个 向 量 e 都 满足 /sa)=0, 而 且 Y=ZCs) 四 Les ,2 ,2 ). 把 

Ha;B) 看 成 20g2,83 ,2 ) 上 的 双 线 性 函数 ,仍然 是 对 称 的 .但 是 L(s2,s ,2 ) 的 

维 数 小 于 m ,由 归纳 法 假设 ,2(s:,s ,2 ) 有 一 组 基 ss,s:，…,E, ,满足 
LEiEi)=0，iJ=2,3, 有， 【1 天) 

由 于 了 =ZL(CEi) 四 (sa ), 故 5,2 是 Y 的 一 组 基 , 且 满足 要 求 . 


如 果 Ha,B) 在 sl,s,…,E, 下 的 度量 矩阵 为 对 角 和 矩阵 ,那么 对 wa = 2 xiEi8 下 


> we, 及 a,B) 有 表示 式 
汽 过 办 ) 三 本 而 人 卡 @2575 击 COx， 
这 个 表示 式 也 是 /ia;,B) 在 ss,…,s, 下 的 度量 矩阵 为 对 角形 的 充分 条 件 . 
推论 1 设 了 是 复数 域 上 半 维 线性 空间 ,ea,B) 是 了 上 对 称 双 线性 函数 , 则 存在 『 


的 一 组 基 el ,es me， ,对 了 中 任意 向 量 w= 和 we = re ,有 


Ha ,B)=xw7+ayz+…+t7y ， 0 二 rs 站 


推论 2 ” 设 了 是 实数 域 上 工 维 线性 空间 ,ae,B) 是 了 上 对 称 双 线 性 函数 , 则 存在 T 


和 


的 一 组 基 si ,e: ,E， ,对 了 中 任意 向 量 w = >*e,p- 六 we 有 


Ja,B)=xiyi+， 于 和 9 一 多 5 一 和 0 二 万 和 7 二 坟 
对 称 双 线 性 函数 与 二 次 齐 次 函数 是 1-1 对 应 的 ,我 们 首先 给 出 下 述 定义 : 
定义 7 设 了 是 数 域 忆 上 线性 空间 ,/a,B) 是 了 上 双 线 性 函数 . 当 a=B 时 ,上 上 了 困 


数 所 wa， am) 称 为 与 耳 几 ea,B) 对 应 的 二 次 齐 次 函数 . 


给 定 了 上 一 组 基 522 设 [ea:B) 的 度量 矩阵 为 4=(o) 必 对 闻 中 任 一 向 
量 aw = 六 二 本 有 


1=1】 


8$3 双 线 性 函数 | 和 


Ha,ew) = 和 和 区 区 (5) 


if 泪 ( 


其 中 wzxi 的 系数 为 。 +a ,因此 如 果 两 个 双 线性 函数 的 度量 算 阵 分 别 为 
克 =(ep)am 及 加 =(0)aas 
只 要 
站 
那么 它们 对 应 的 二 次 齐 次 函数 就 相同 ， 大 好 丰 很 才 双 贞 性 攻 对应 于 同一 个 二 次 齐 次 
函数 ,但 是 如 果 我 们 要 求 4 为 对 称 矩 阵 , 即 要求 双 线性 函数 为 对 称 的 ,那么 一 个 二 次 齐 
次 函数 只 对 应 一 个 对 称 双 线性 函数 .从 (5) 看 出 二 次 齐 次 函数 的 坐标 表达 式 就 是 以 前 
学 过 的 二 次 型 . 它 与 对 称 矩 阵 是 1-1 对 应 的 ,而 这 个 对 称 和 矩阵 就 是 唯一 的 与 这 个 二 次 
齐 次 函数 对 应 的 对 称 双 线性 函数 的 度量 矩阵， 
下 面 讨论 反 称 双 线性 函数 . 
定理 6 维 线性 空间 了 上 的 反 称 双 线 性 函数 , 则 存在 V 的 一 组 基 


EE_ ivEivE_ 使 
EDE ii)= 1， = ,2 73 
人 让 天 03 (6) 
(a,7)= 0， 大 区 从 于 2 
证 明 如 果 帮 ae,B8) 是 零 数 ,那么 了 的 任 一 组 基 都 可 取 作 四 ,… ,7, 而 满足 要 求 . 
如 果 凡 ae,B) 不 是 零 困 数 , 则 必 有 e,B 使 几 si,B) 夫 0. 因 为 el,AB)=AfCe,B)， 
故 可 取 适 当 的 入 , 令 es.,=Ap8 ,而 使 Fe ,es_,)= 1 
将 sl,s_ ,扩充 成 了 的 一 组 基 si ,es ,B3,…,B1 令 
B,=B'- 几 BE JEI+BE)E，L=3, 4 
则 
Bis)=HBE)=0，1=3,4，…，. 
显然 ss ,B: ,8 …,B, 仍 是 了 的 基 . 于 是 
Y=L(Cal ET)GLCB 8 ,B)， 
并 且 几 ea,B) 看 作 Z0B: ,8 …,B,) 上 的 双 线 性 函数 仍 是 反 称 的 .因此 应 用 归纳 法 ,有 
Z0B8, 8 …,B,) 的 基 ss，,…,s,s 19, 满足 (6). 由 于 /si,B)= 几 es,B;)= 
NI E1， 
EeeE EM 也 满足 (6).‖ 
从 定理 5 可 知 ,Y 上 的 对 称 双 线性 函数 /La,B) 如 果 是 非 退 化 的 , 则 有 上 站 的 一 组 基 
Ei,E，…,E, 满足 
人 5)E) 关 0， i=1 .2，… ,也 ; 
Ti 有 
前 面 的 不 等 式 是 非 退 化 条 件 保证 的 ,这 样 的 基 叫 做 了 的 对 于 人 ae,B) 的 正 交 基 . 
而 从 定理 6 可知 ,上 上 的 反 称 双 线 性 函数 几 a,B) 如 果 是 非 退 化 的 , 则 有 站 的 一 组 
基 而 HELiaeecEiBny 使 
LE,E)= 1， 2 
AR ij 天 0. 
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由 于 非 退 化 的 条 件 ,定理 6 中 的 四 ，…,, 不 可 能 出 现 , 因 此 具有 非 退 化 反 称 双 线 性 盯 
数 的 线性 空间 一 定 是 偶数 维 的 ， 
对 于 具有 非 退 化 对 称 、 反 称 双 线 性 函数 的 线性 空间 了 ,我 们 也 可 以 将 这 些 双 线 性 函 
数 看 成 了 上 的 一 个 “内 积 ” ,仿照 欧 氏 空间 来 讨论 它 的 度量 性 质 , 一 般 的 长 度 .角度 很 难 
推广 进去 ,但 是 还 能 讨论 "* 正 交 性 ”“ 正 交 基 "以 及 保持 这 个 双 线 性 函数 的 线性 变换 等 . 
es 直上 在 了 上 定义 了 一 人 区 只 


站 
和 
7 


人 


近年 来 有 限 维 辛 空间 的 理论 在 力学 .计算 数学 .几何 学 .代数 学 .组 合 学 等 领域 中 
日 显 重 要 .我 们 在 这 一 节 简 略 地 介绍 辛 空 间 的 一 些 性 质 , 特 别 是 辛 空 间 的 子 空 间 及 辛 
自 同 构 ( 称 为 辛 变换 ) 的 性 质 . 

由 前 一 节 的 讨论 ,已 经 得 到 下 面 两 点 性 质 : 

1. 辛 空间 (了 ,六 中 一 定 能 找到 一 组 基 se ,se ,…，,2,,E_ ,2E，，… ,2 ,满足 

本 三， 和 妥 i 有 元， 
(eliB)=0， -1 和 1J 和 mitJ 天 0， 
这 样 的 基 称 为 (Y,j]) 的 辛 正 交 基 . 还 可 看 出 辛 空间 一 定 是 偶数 维 的 . 

2. 任 一 27 阶 非 退 化 反 称 矩阵 天 可 把 一 个 数 域 P 上 2 维 空间 了 化 成 一 个 辛 空间 ， 
且 使 玉 为 了 的 一 组 基 el ,e，…,e,,ei,e-:,…,e 下 的 度量 矩阵 .又 此 辛 空间 在 一 组 辛 
正 交 基 sl ,es ，…，,s,Es-1,E， ,2 下 的 度量 矩阵 为 


站 人 本 本 
LE OO 


故 天 合同 于 小 即 任 一 27 阶 非 退 化 反 称 和 矩阵 皆 合 同 于 了 

两 个 辛 空间 ( 久 , 放 ) 及 ( 咏 沪 ) ,车 有 册 到 访 的 作为 线性 空间 的 同 构 必 , 它 满足 

(Ru)= 记 (YY 必 四 ) ， 

则 称 光 是 (内 : 太 ) 到 (万 , 访 ) 的 辛 同 构 . 

( 久 ) 到 ( 态 , 六 ) 的 作为 线性 空间 的 同 构 是 辛 同 构 当 且 仅 当 它 把 ( 包 , 轧 ) 的 一 
辛 正 交 基 变 成 (太太 ) 的 辛 正 交 基 ， 

两 个 辛 空间 是 辛 同 构 的 当 上 且 仅 当 它们 有 相同 的 维 数 ， 

辛 空间 (Y, 思 到 自身 的 辛 同 构 称 为 (太刀 上 的 辛 变换 . 取 定 ( 六] 的 一 组 辛 正 交 基 
22pEE EeeE 了 上 的 一 个 线性 变换 光 ,在 该 基 下 的 和 矩阵 为 天 ， 

加 4 也 
1e 呈 ， 


4 辛 空间 中 


其 中 4,B,CD 皆 为 mx 方 阵 . 则 光 是 辛 变换 当 是 仅 当 天 JEK=J, 亦 即 当 上 且 仅 当 下 列 条 
件 成 立 : 
4'C=C4，BD=DP，4-CB= 已 
且 易 证 , | 天 | =+!1 及 辛 变换 的 乘积 `. 辛 变换 的 逆 变 换 皆 为 辛 变换 . 
aa &,wel 有 上 且 满足 扩 wo)= 0, 则 称 xz 为 辛 正 交 的 . 
多 是 了 的 子 室 间 , 令 
玉 -“=| 人 asyla mw)=0,Vzwe 克 |， (2) 
多 显然 是 不 的 子 空间 , 称 为 四 的 辛 正 交 补 空间 . 
定理 7 〈 史 力 是 辛 空间 ， 歼 是 了 的 子 室 间 , 则 
维 ( 丽 - )= 维 (站 ) - 维 ( 开 ). 
证 明 取 站 的 一 组 基 ss ，…,s， ,四 的 一 组 基 7T ,7 17, 设 太 在 El,s,E，， 
下 的 度量 矩阵 为 4. 一 对 向 量 ?9=(e,e ,ss )X,e=(sis ,sw) 了 ,其 中 


Xi 条 
部 2 > 
在 = 了 =| 
开 2x 


分 别 是 了 及 s= 在 基 sl,s,,…,sv 下 的 坐标 向 量 , 于 是 
诚 帮 ,= 五 " 素 
现 设 多 的 基 ?m1 77 中 在 了 的 基 es, 和 ,sw 下 的 坐标 向 量 是 互 , 瑟 ，…, 瑟 ，， 
又 了 是 非 退 化 的 ,4 为 可 逆 和 矩阵, 因此 


爱人 二 
讽 
大 = 秩 四 = 秩 不 
芝 
又 se 了 全 四 7 都 与 辛 正 交 人 7 满足 齐 次 线性 方程 组 

加/ 

到 了 

“|47=0， (3) 
mr 


于 是 下 与 (3) 的 解 空间 同 构 .(3) 的 解 空 间 的 维 数 为 22-, 就 证 明了 
维 (下  )= 2n-E= 维 (让 - 维 ( 歼 ). 
定义 9 《〈T/) 为 辛 空间 , 亚 为 了 了 的 子 空间. 若 下 EC 丈 - , 则 称 下 为 (六 ] 的 迷 向 子 
人 本 , 即 亚 是 极 大 的 ( 按 包 念 关系 ) 迷 向 子 空间 ,也 称 它 为 拉 格 朗 日 子 空间 ; 


人 


例如 ， 本 ia 的 5 的 是 [Pr 刀 的 辛 正 交 基 , 则 Ze ,es ，…,si) 是 迷 
向 子 空 间 .Z(ei ,sl,，…，s,) 是 极 大 迷 向 子 空 间 , 即 拉 格 妆 日 子 空间 . (ge ，…,2i，2 
ezi…yEsj 是 辛 子 空间 ， 

对 广 空间 ( 太 ] 的 子 室 间 局, 罗 , 通 过 验证 并 利用 定理 7, 可 得 下 列 性 质 : 
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1)《 允 -) = 
2) UTC 有 一 下 CU; 
3) 若 局 是 辛 子 空 间 , 则 Y=V 息 凡 , 凡 也 是 辛 子 空间 ; 


4) 若 忆 是 迷 疝 子 空间 , 则 维 ( U) < 本 维 (); 


5) 若 口 是 拉 格 朗 日 子 空间 , 则 维 (U)= 二 维 人 三 . 


定理 8 设 / 是 幸 字 间 (TY 的 拉 格 上 昌 子 字 间 ,e ,ee 是 的 基 , 则 它 可 入 
充 为 (7 的 六 正 交 基 

证 明 由 性 质 5) 知 维 (六 =22. 用 大 表示 ml1 维 子 空间 也 (El，…,EiyE1，…， 
E,). 由 万 CEL 知 1 2 =L7 再 由 定理 7 知 Z 是 n+l 维 子 空间 , 故 二 中 有 向 量 es_ ,不 
在 二 中 , 即 所 si,E) 关 0. 不 妨 设 几 ss )=1( 否 则 把 s-, 换 成 它 的 适当 倍数 ). 由 于 se_， 
E 丰 ) 则 扩 ss)=00=2,3,…,). 然 后 在 访 选 一 向 量 e: 不 在 过 中 ,使 es)= 
1. 设 Fe ,s 2 )=a, 作 ss =asi+e, 则 有 Fe,s)=1 及 Fe ,es )==-c+tra=0, 且 显然 
有 及 si,s)=001=1,3,4, 人). 如 此 继续 下 去 得 到 ( 尹 力 的 基 ge，… 2，E-i，E-:， 
… ,下 ,是 (7, 力 的 辛 正 交 基 . 

推论 设 下 是 (Y:] 的 迷 向 子 室 间 ,1s ,si 是 下 的 基 , 则 它 可 扩充 成 (Y,] 的 
在 正 交大 

证 明 设 二 是 包含 克 的 极 大 迷 向 子 空间 , 则 二 是 拉 格 朗 日 子 空 间 .可 先 把 不 的 基 
扩充 成 了 的 基 . 再 由 定理 8 ,可 扩充 成 (Y,j) 的 辛 正 交 基 . 

对 于 辛 子 空间 U/ | 坟 也 是 非 退 化 的 .同样 /| 呈 也 非 退 化 .由 定理 7 还 有 TY=0 
昌 C. 

定理 9》 辛 空间 (的 辛 子 空间 (wsf| 0) 的 一 组 辛 正 交 基 可 扩充 成 (FJ 的 辛 
正 交 基 ， 

证 明 实际 上 (5 太 ) 的 任 一 组 辛 正 交 基 与 (V.r | VD) 的 任 一 组 辛 正 交 基 合 起 
来 就 是 (Y,/) 的 辛 正 交 基 . 1 

定理 19“ 令 (Y./) 为 尝 字 间 ,和 史 是 两 个 拉 格 天 目 子 室 间 或 两 个 同 维 数 的 六 于 
空间 , 则 有 (TY,. 六 的 辛 变换 把 避 变 成 了 

证 明 由 于 把 辛 正 灾 村 变 成 六 正 灾 革 的 线性 变换 是 六 变换 ， 再 应 用 定理 8 及 定理 
9 关于 忆 的 及 处 的 基 可 扩充 成 ( 广 ] 的 辛 正 交 基 的 结论 ,容易 证 明定 理 . |】 

辛 空 间 (T,] 的 两 个 子 空间 避 及 轴 之 辣 抽 (名 作 7 同 构 区 关 负电 

ua)= 有 成 Xp)， VizED， 

则 称 和 为 忌 与 下 间 等 距 .下 面 的 命题 以 定理 10 为 特例 . 

维特 ( Witt) 定理 ” 辛 空间 (六 ) 的 两 个 子 空间 坟 与 丰 间 若 有 等 距 , 则 此 等 距 可 扩 
充 成 (『, 六 的 一 个 辛 变换 . 

证 明 由 定理 6, 存在 忌 上 的 一 组 基 si ,eg E,E_ ErE 7 


汽配 征 由 2 
和 ee ij 天 0; (4) 


本， = =,255 矿 


全 4 辛 空间 | 是 


令 =L(el)s EuE EN)E), 它 是 了 的 辛 子 空间 .Y 是 辛 空间 , 故 娓 :是 辛 子 
空间 , 且 了 = 厅 @@ 太 .又 由 (4) 知 ,07 7) 是 大 的 迷 向 子 空 间 , 它 的 基 可 扩充 成 
五 的 辛 正 交 基 

人 

设 r 是 等 距 映 射 : 
T: LU 一 好. 
下 在 三 看 (到 ( 沽 5 在 ( 曾 让 ，( 本 0 (五 )， 
下 一) 宙 转正) 二 元 ( 帮 ) ，。 


用 TCE),T(E))=1，7=1, 2 7; 
和 eeoreore i+7 天 0; (5) 
(GT(2i) )= 0， eeE7T(U)= 厂 ，J=1,2， 7 

与 ,有 玉 , 玉 -的 情形 一 样 , 对 于 歼 =r(U)，,r( 万 ) ,7r( 有 )=7( 刀 ) 上 ,YY=7r( 厅 ) 四 7 
(五 ) 是 辛 子 空间 的 直 和 . 且 (7 ) ,7r(72)，…,7(7) 可 扩充 成 7( 瑟 ) 的 一 个 辛 正 交 
基 , 记 为 


由 (4) 有 


点 | 着 52 本 机 
其 中 志 =7TF(1) JJ = IT 2 7 于 是 7 了 (BEi) 7T(B) TB ) TU(ET) TUBE) 
的 有 一 组 举 正 变 沽 .等 六 是 y 的 
一 个 线性 变换 : 
应 呈 > 
ee RE (6 
(1 )= 专 ， = 十 1 ,十 2 , 士 隐 
pp 把 Y 的 辛 正 交 基 变 成 辛 正 交 基 , 是 了 的 一 个 辛 变换 .又 当 i=1,2,…, 于 时 ,p(asi)= 
T(si) , 当 J=1,2,…, 居 时 ,p()= 专 =7r(7)) , 故 p1U=7. 定 理 得 证 .| 
设 光 是 辛 空 间 (Y, 刀 上 的 辛 变换 ,我 们 不 加 证 明 地 指出 , 光 的 行列 式 为 1 中 
取 定 (TY 六 的 辛 正 交 基 El ,gs ,22 Emo,2 设 和 在 该 基 下 和 抢 阵 为 天 ,这 时 
有 天 JK= 必 . 
下 面 是 辛 变换 的 特征 值 的 一 些 性 质 
定理 11 设 光 是 2m 纵 辛 空间 中 的 六 变换 ， 开 是 光 在 某 辛 正 交 基 下 和 矩阵 . 则 它 的 特 


征 多 项 式 几 A)= 1AE-K | 满足 KAN)= ay (人 | .着 设 
CA)= aoA2 Ha + 十 Qa 1AT+Qan， 
则 ai=d ii=0,1，… ,元 )， 
证 明 由 于 | 天 |=|J|=1l, 庆 =- 巨 及 玫 =-J(K ) 7 于 是 
AAA)= |A- 玉 | =|ABE+J(E- ITT | = |AJEJT-JCE)TT7 | 


四 参见 《有限 群 论 :第 一 卷 ,第 一 分 册 》 定 理 9.19, 贝 . 胡 佩 特 著 , 姜 , 俞 盟 霞 , 译 .福州 :福建 人 民 出 
版 社 ,1992. 
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中 第 十 章 ” 双 线 性 函数 与 辛 空间 


=|J|1AE-(KE) | 17I=1AE-(K 7 | 1K | 


= |AKR - 玉 | = | 瓦 -A 天 | = 


由 定理 11 可 知 , 辛 变换 光 的 特征 多 项 式 KA) 的 ( 复 ) 根 》 与 二 是 同时 出 现 的 , 且 


有 具有 相同 的 重 数 . 它 在 忆 中 的 特征 值 也 如 此 .又 | 六 | 等 于 六 A) 的 所 有 ( 复 ) 根 的 积 ,而 
| 天 | =1, 故 特征 值 为 -1 的 重 数 为 偶数 .又 不 等 于 +1! 的 复 根 的 重 数 的 和 及 空间 的 维 数 
审 为 偶数 ,因此 特征 值 为 1 和 


和 “和 “生病 3 


证 前 沱 和 as 3 二 0 
(和 流产 二 0 
故 ALaz,z)=0.1 


习 题 


1. 了 是 数 域 P 上 一 个 3 维 线性 空间 ,el ,si ,si 是 它 的 一 组 基 ,/ 是 了 上 一 个 线性 函数 ,已 知 
汽 本 BE 三 了 所 画 -25) 二 1， 人 凡 Ei+reij= 一 3 
求 大 ziEi+2iE7 二 xyE3 )。 
2.【 了 及 si,se:,s; 同上 题 , 试 找 出 一 个 线性 函数 广 使 
几 LEi+Ei)= 上 帮 EI-2E:)=0， 斤 Ei+El)= 1. 
3. 设 si ,si ,si 是 线性 空间 『 的 一 组 基 , 几 ,PP,A 是 它 的 对 偶 基 ，， 
ai=EI-Ei， a:=EI+Ea+E，， ai=E:+Ei. 
试 证 el ,aaas 是 了 的 一 组 基 并 求 它 的 对 偶 基 (用 广 ,/ ,六 表 出 ). 
4. 设 了 是 一 个 线性 空间 jp,… 达 是 广 中 非 零 向 量 , 试 证 ,存在 ae 六 ,使 
(ar) 关 0， 斌 1 2，5 
5. 设 al ,as ,…,a, 是 线性 空间 了 中 非 零 向 量 ,证 明 : 存 在 fs 广 ,使 
马 名 天 0 记 125o 
6. Y=P[x*],, 对 pP(z)=co+clx+caz ET 定义 


(p(z)) = | wodr， PCz(zy) = 1 Good， A(p(r)) = | 本 


试 证 AAA 都 是 了 上 线性 郴 数 ,并 找 出 了 的 一 组 基 Pi(z) ,Pa(xz) pz) ,使 族 ,. 是 它 的 对 偶 基 ， 
7. 设 了 是 一 个 维 欧 氏 空间 , 它 的 内 积 为 (ae,B) ,对 了 中 确定 的 向 量 w, 定 义 耻 上 一 个 函数 w ” : 
wa (8B)=(a,B). 
1) 证 明 :a 是 了 上 线性 函数 ; 
2) 证 明 :Y 到 睫 的 映射 ， 
一 GE 


是 了 到 三 的 一 个 同 构 映射 .( 在 这 个 同 构 下 , 欧 氏 空间 可 看 成 自身 的 对 偶 空 间 .) 


习题 让 四 


8. 设 必 是 忆 上 于 维 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 . 
1) 证 明 : 对 YY 上 的 线性 函数 记 / 芝 仍 是 了 上 线性 函数 ; 
2) 定义 久 到 自身 的 映射 芝 " 为 
J 一 一 ， 
证 明 : 汉 "是 上 上 的 线性 变换 ; 
3) 设 sl,s:,…,2, 是 四 的 一 组 基 ,2,… 改 是 它 的 对 偶 基 ,并 设 吧 在 sl ,el，…,E, 下 的 矩阵 
为 和, 证 明 : 吕 "在 万 ,下 的 矩阵 为 45.( 因 此 必 ' 称 作 吕 的 转 置 映 射 . ) 
9. 设 Y 是 数 域 己 上 一 个 线性 空间 ,由 , 靖 ,不 是 下 上 上 大 个 线性 函数 . 
1) 证 明 集 合 
有 =jasyY|Aa)=0,1is 对 | 
是 了 的 一 个 子 空间 ,不 称 为 线性 函数 万, 万 ,……, 扩 的 零 化 子 空间 ; 
2) 证 明 :y 的 任 一 个 子 空间 上 缘 为 某 些 线性 函数 的 零 化 子 空间 - 
10. 设 4 是 己 上 一 个 严 阶 矩阵 ,定义 P" “上 一 个 二 元 函数 
所 下 ,了 )= Ef( 47)= 瑟 47 的 对 角 线 元 素 的 和 ， 天 ,ZE P"”. 
1) 证 明 :CX,7) 是 已 "“ 上 的 双 线 性 函数 ; 
2) 求 几 下 ,7) 在 基 
政和 帮 onn 且 ,国王 
下 的 度量 矩阵 .( 五 ,表示 第 : 行 第 1 列 的 元 素 为 1, 而 其 余 元 素 全 为 零 的 mx 矩阵. ) 
11. 在 彤 中 定义 一 个 双 线 性 函数 /( 下 ,7) ,对 瑟 = (zxarzii2) =(7 av) 7( 天 ,了 )= 
3 光一 和 于 区 二 区 
1) 给 定 户 的 一 组 基 
ei=(1,-2,-1,0)，e=(1,-1,1,0)，e=(-1,2,1,1)，ej=(-1,-1,0,1) ， 
求 几 X,7) 在 这 组 基 下 的 度量 矩阵 ; 
2) 另 取 一 组 基 二 ,如 2) 厅 ,, 且 
(37 72 773 4)= (ElyEayE35B4)7， 


求 败 慎 , 站 在 思 ,7 ,7: ,7 下 的 度量 矩阵 . 
12. 设 站 是 复数 域 上 线性 空间 ,其 维 数 “2J(a,B) 是 了 上 一 个 对 称 双 线性 函数 . 
1) 证 明 :Y 中 有 非 零 问 量 专 , 使 
所 专 , 志 )= 0 
2) 如 果 岂 ea,B) 是 非 退 化 的 , 则 必 有 线性 无 关 的 向 量 专 ,7 满足 
并 直 克 ) 二 1)=9 
13. 试 证 线性 空间 了 上 双 线 性 函数 所 ea,B ) 为 反 称 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 wsVY, 都 用 aa)= 0. 
14. 设 Ha,B8) 是 了 上 对 称 的 或 反 称 的 双 线 性 函数 ,w,B 是 了 中 两 个 向 量 , 如 果 扩 ae,B)=0, 则 称 
a,B 正 交 .再 设 天 是 了 的 一 个 真子 空间 ,证 明 : 对 去 EK, 必 有 0 天 E K+L( 专 ) ,使 
几 m,a)=0 
对 所 有 awE 大 都 成 立 ， 
15. 设 了 与 扩 a,B) 同 上 题 ,KK 是 了 的 一 个 子 空间 , 令 
KA:=lasp|Fa,B)=0,VBEAKI. 
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| 和 第 十 章 ” 双 线性 函数 与 辛 空间 


1) 试 证 K 是 了 的 子 空间 (KK 称 为 天 的 正 交 补 ) ; 
2) 试 证 ,如 果 KmK: =10| , 则 了 = K+HK+. 
16. 设 Ya,B) ,KK 同上 题 ,并 设 几 ae,B) 限 制 在 E 上 是 非 退 化 的 , 试 证 :Y=K+K- ,并 证 明 /wa， 
B) 在 KK- 上 是 非 退 化 的 充分 必要 条 件 是 几 a,B) 在 了 上 为 非 退 化 的 ， 
17. 设 /a,B) 是 二 维 线性 空间 了 上 的 非 退 化 对 称 双 线 性 函数 ,对 了 中 一 个 元 素 w, 定 义 三 中 一 
个 元 素 w” : 
a (8B)=HaB)，Befr 
试 证 :1) 了 到 三 的 映射 
一 
是 一 个 同 构 映 射 ; 
2) 对 了 的 每 组 基 si ,s, ,es ,有 上 的 唯一 的 一 组 基 se ,gs ,…，,E") ,使 
BEi3E1)= 5 
3) 如 果 上 了 是 复数 域 上 维 线性 空间 , 则 有 一 组 基 9 ,7:,…，,7, ,使 
宁 EE 和 全 12 
18. 设 了 是 对 于 非 退 化 对 称 双 线性 函数 /ea,B) 的 蒜 维 准 欧 氏 空间 ,的 一 组 基 Bi ,E:,…,E， 如 


果 满 足 
TeEiyEi)= 1， 1=1,2，m 03; 
人 ee = 二 
(2ivEi)=0， [天 )， 
则 称 为 了 的 一 组 正 交 基 . 如 果 站 上 的 线性 变换 双 满 足 
Jaew&wp)=/a,B)，aw,8gsr， 
则 称 吧 为 Y 的 一 个 准 正 交 变换 . 试 证 : 
1) 准 正 交 变换 是 可 逆 的 , 且 逆 变换 也 是 准 正 交 变换 ; 
2) 准 正 交 变换 的 乘积 仍 是 准 正 交 变 换 ; 
3) 准 正 交 变换 g 的 特征 向 量 we 若 满足 上 Fa,a) 关 0, 则 其 特征 值 等 于 1 或 -1; 
4) 准 正 交 变 换 在 正 交 基 下 的 矩阵 了 工 满足 
1 | 


学 习 指 导 
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1. 解 下 列 线性 方程 组 : 


| 二 雹 =0， 
放 二 到 =0 
1) 
W 和 4, 三 从 
双 ] + 三 0; 
区 | 十 X 三 代 ， 
十 X3 交 作 
2) 0 C 天 0; 
人 ， 
X) 十 X 三 f 
克 | 洒 区 =6l 
症 十 汪 3 三 Czi 


3) 本 cvcaymyey 不 全 相等 . 


本 二 双人 
2. 解 线性 方程 组 


允 注 交 击 sa 三 下。 


区 nr1 二 ns 十 二 Xu 二 用 二 上。 


3. 设 ww ,aa,… ve, 是 二 个 两 两 不 同 的 数 ， 


1 ] 1 
吕 人 全 
通过 < 雪 刀 
1 | 1 
Qi 尖 人 号 
再 设 w=(el,cx,…,c,) 是 齐 次 线性 方程 组 
4X=0 


的 一 个 非 零 解 ,求证 we 至少 有 s+1 个 非 零 分 量 ， 


4. 设 4,B8 是 同型 实 矩阵 ,其 中 4 是 对 称 矩 阵 .如 果 47B+B 4 正定 ,证 明 :4 是 可 逆 矩 阵 . 


5. 设 
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个 


~ 


攻 


10 


求 4 的 若 尔 当 标准 形 几 ,并 求 可 逆 矩 阵 C ,使 C 4C= 


.证明 : 设 B ,8 …,B, 为 于 维 线性 室 间 了 中 线性 相关 的 向 量 组 ,但 其 中 任意 m-1 个 向 量 皆 线性 无 


关 . 设 有 骸 个 数 区 .有 > 60B， = 0， 则 或 者 几 = 态 =…= 思 =0, 或 者 2 展 不 为 
J1=1 


零 .在 后 者 的 情形 ,车 有 另 一 组 数 cc， ,cs ,使 > ap) = 0 则 ci : 帮 = 让 = 和 =eo 区， 


. 设 e 是 欧 氏 空间 了 中 的 一 个 非 零 向 量 ,al aa o 是 YY 中 疡 个 向 量 ,满足 


(aia) 和 0 县 (aa)>0， Dj=12 pi 
证 明 :1) ya 线性 无 关 ; 


2) “ 维 欧 氏 空 间 中 最 多 有 n+1 个 向 量 ,使 其 两 两 赤 角 都 大 于 - 


. 证 明 ( 替 换 定理 ) : 设 向 量 组 el ,as ,…，,a, 线性 无 关 , 且 可 经 向 量 组 B, ,B,,… ,请 , 线性 表 出 , 则 7 反 % 


上 且 在 B, ,8 …,B, 中 存在 上 个 向 量 ,不妨 设 就 是 B, ,B,,…,B,, 在 用 aa …，,a, 替代 它们 后 所 得 
向 量 组 全 | yG2 ，“) 全 |/ ,Ri 员 了 与 B， 轨 。 等 价 . 
设 cl ,w ,…,a, 是 了 个 互 不 相同 的 整数 ,证 明 : 
汽 动 研 |] (一 全 和 二 
在 QLrj 中 不 可 约 ， 


. 设 4,;B,C 是 mx 矩阵 ,=E+BC4. 试 证 :如 果 


C( 瓦 -4)= ( 开 -4 刀 )C= 瑟 ， 
则 

(五 -5B4 ) 万 = 万 ( 瑞 -B4 )= 五 ， 
并 计算 五 +4 万 肠 . 


则 


. 设 数 域 P 上 mxn 上 阵 已 的 特征 多 项 式 为 几 x) ,并 设 5(*)= [| (> -w%) 证明， 


= 
1) |g(CF)1=(-D”[TMe) 
2) 对 数 域 忆 上 次 数 =1 的 多 项 式 C(xz) ,有 (G(xz) ,xs))= 工 当 上 且 仅 当 | CCF) | 关 0. 


. 证 明 : 设 4 是 nxn 非 零 矩阵 , 则 有 正 整 数 sm 使 秩 (49)= 秩 (45)= 秩 (403)， 
13. 


nxn 复 和 矩阵 4 称 为 宕 零 的 ,车 有 正 整数 人 使 4 =O. 证 明 : 

1) 4 是 害 零 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 所 有 特征 值 全 为 零 ; 

2) 4 是 宕 零 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 上 4 =0(k=1,2,…) ,其 中 心 4 是 4 的 迹 , 即 4 的 对 角 线 元 素 
的 和 ， 


.证明 : 设 4, 妃 皆 为 wx 实 对 称 矩 阵 , 上 且 互 相交 换 , 则 它们 有 公共 的 特征 向 量 作为 欧 氏 空间 R 的 
标准 正 交 基 . 
. 证 明 : 实 反 称 抢 阵 正 交 相似 于 准 对 角 和 矩阵 


一 
一 


丐 


习题 | 有 


其 中 心 i= 1,2,…, 必 ) 是 实数 ， 


: 设 $ 是 非 零 的 实 反 称 和 矩阵 ,证明 : 


1) | 了 +S | >1; 
2) 设 4 是 正定 矩阵 , 则 |4+8 | > 


4 |， 


- 设 几 xz),8(x) 是 数 域 P 上 两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 , 令 


S=1u(x)Ar)+0z)g(x) |u(z)o(z)EPLz]i+ 
证 明 : 存 在 m(*) ss3, 使 
S=1A(xz)m(z)|Axz)ePlx]l， 


.1) 4 是 与 阶 可 道 矩阵 , 求 二 次 型 


雹 | 

广 0 一 刺 7 和 刀 2 
四 人 ; 

2 


的 矩阵 ; 

2) 证 明 : 当 4 是 正定 矩阵 时 是 正定 二 次 型 ; 

3) 当 4 是 实 对称 抢 阵 时 ,讨论 4 的 正 、 负 惯性 指数 与 了 的 正 . 负 惯性 指数 之 间 的 关系 . 

设 PLs] 中 多 项 式 记 (xz) ,pa(xz) ,PCz)(sE2) 的 次 数 分 别 为 mn 证明: 若 让 + + 


: , 则 PiCz) ,Pa(x) ,PCxz) 在 线性 空间 P[x] 中 线性 相关 . 


设 4 是 半 阶 实 对 称 和 矩阵. 证明 :存在 实 对 称 和 矩阵 五 ,使 B =4 的 充分 必要 条 件 是 4 为 半 正 定 矩阵 . 


改 


:. 证明: 设 4 是 非 退 化 实 和 矩阵 , 则 它 是 一 个 正 交 和 矩阵 与 一 个 正定 矩阵 的 乘积 . 
. 证 明 : 设 4 是 实 反 称 算 阵 , 则 (BE-4)(BE+4) 是 正 交 和 卸 阵 . 
. 设 wo 为 于 个 彼此 不 等 的 实数 , /xz) PCz) 局 (z) 是 地 个 次 数 不 大 于 ”2 的 实 系数 


多 项 式 ,证 明 : 
万 (an ez S Ca 
泊 C) Casa ) 人 Ca) -0 


GD) ja) an) 


. 设 几 xz),sg(Cxz) ,hx) eeP[x], 且 次 数 缘 大 于 等 于 1, 证 明 : 几 SCxz))=ACs(xz)) 的 充分 必要 条 件 为 
Js)= 天 (xz)， 
. 设 整 系数 多 项 式 Hz)= wz +ait +…+ao 它 没有 有 理 根 .又 有 素数 疡 满足 


1 了 站 e 世 ma 3) 2 十 ov 
证 明 :/(x) 在 QTx] 中 不 可 约 . 
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八重 总 习题 


26. 


2: 


28. 


29. 


30. 


和 IT。 


32. 


33. 
34， 
3 
36. 


3 区 
38. 
39. 


40. 


1) 设 几 xz) 及 CCz) 是 P[i] 中 严 次 及 大 m+l 次 多 项 式 ,证 明 :6C(n)= 》 6) 对 所 有 1 成 立 的 


充分 必要 条 件 是 CCz+1)-CG(x)=Axz) 上 且 C(0)= 0; 

2) 证 明 : 对 PLxz] 中 任何 严 次 多 项 式 Az) , 必 有 PTz] 中 次 数 寺 m+1 的 多 项 式 C(z) ,满足 C(z)= 
0O)+K1D+…+fna-1l) 对 任何 1 的 整数 成 立 ; 

3) 隶 让 +22 4 全 二 1 及 让 二 23 二。 十 下. 

已 是 一 个 数 域 ,N 是 P[z] 中 的 一 个 子 集 ,满足 

1) Fr),g(z) EN, 则 Kxz)+g(x) ENi 

2) 对 .7Kz) esN 及 任何 g(z)EePlxl], 有 9(xs)/(z) EN， 

证 明 :N 中 有 d(x) ,满足 N=1d(z)olz) |9(xz) eeP[r]l. 

/为 正 整 数 ,Jrz) EQLxj,a(C1xz))= 开 证 明 : 有 不 全 为 零 的 有 理 数 ww,ai,-…,o， 使 


所 zx) 六 ax2 . 


xz)= or +b +er +dxz+e 为 整 系数 4 次 多 项 式 , 令 站 mm 是 它 的 根 , 已 知 m+rs 为 有 理 数 ,ri+ 
六 天 方 + 站 证明: 可 表 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

Ji) zz) 是 闭 区 间 [La,o 上 的 实 函 数 , 且 在 实数 域 上 是 线性 无 关 的 证明: 在 [co,/] 上 
存在 数 cl ,as ,… ,av ,使 


| we)) 关 0， 1 jj=1 2.1， 


令 $ 是 已 "中 所 有 形 如 Y-7YX 的 矩阵 生成 的 线性 子 空间 ,又 设 玫 为 P "中 迹 为 零 的 矩阵 组 成 的 
空间 ,求证 S= 了 ,因而 维 ($)= 维 (万 )= 天 一 1， 
证 明 : 设 4asP”,r4=0, 则 有 忆 ”" 中 可 道 矩 阵 了 ,使 

0 

人 了 

0 
设 4esP…,tr4=0, 证 明 : 有 X,7e 户 .使 XY-7YY=4. 
证 明 : 若 4 是 忆 " 中 的 一 个 若 尔 当 块 , 则 与 4 可 交换 的 矩阵 一 定 是 4 的 多 项 式 . 
4EP”,C(4)=1B8E 天 ”| B4=481 ,证 明 ; 维 (C(4) ) 三 六 
Y 是 款 维 复线 性 空间 , 叹 ,多 是 了 上 线性 变换 , 必 胞 = 多 of 证明: 
1) 马 不 变 双 的 每 一 个 根子 空间 ; 
2) 若 史 只 有 一 个 非常 数 不 变 因子 , 则 9 是 吕 的 多 项 式 ; 
3) 若 与 愉 可 交换 的 线性 变换 仅 有 肥 的 多 项 式 , 则 只 只 有 一 个 非常 数 不 变 因子 . 
4 下 皆 为 nx 复 徐 阵 , 证 明 :方程 4X=XB 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 4,B 有 公共 特征 值 . 
在 P ”中 证 明 : 若 4=BC,B=4D, 则 有 可 逆 矩 阵 Q. 使 鼠 =420. 
设 了 上 线性 变换 只 可 以 对 角 化 ,= 太 , 四 六 ,四 … 国 内 是 过 的 特征 子 空 间 的 直 和 .中 是 以 - 子 空 
间 ,对 we 多 ,W 三 久 | 十 计 ? 十 十 阳 ，， 肥 | 后 风光 性 1,2,…,s) ,证 明 每 个 w, E 不 . 
Y 是 维 复线 性 空间 , 吧 是 了 上 线性 变换 .证 明 : 也 的 若 尔 当 标准 形 矩 阵 中 若 尔 当 块 的 数目 等 于 下 
中 汉 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 最 大 数目 . 


附录 一 
关于 连 加 号 “> 


在 数学 中 常常 碰 到 若干 个 数 连 加 的 式 子 
QI 十 Qa 十 5 十 Gy (1) 


为 了 简便 起 见 ,我 们 把 (1) 记 成 


宇 m (2) 
“Y" 称 为 连 加 号 ,ai 表示 一 般 项 ,而 连 加 号 上 下 的 写法 表示 ;的 取 值 由 1 到 半 例 如 


人 本 人 让 
全 


(xz +y)” = cz 


(2) 中 的 之 称 为 求 和 指标 , 它 只 起 一 个 辅助 的 作用 .把 (2) 还 原 成 (1) 时 , 它 是 不 出 现 的 .譬如 说 ， 
(1) 也 可 以 记 成 
久 允 
因 之 ,只 要 不 与 连 加 号 中 出 现 的 其 他 指标 相 混 , 用 什么 字母 作为 求 和 指标 是 任意 的 .例如 ,矩阵 
(ar ) mw (3) 
中 第 ; 行 元 素 的 和 是 


在 这 里 求 和 指标 就 不 能 用 “im ,因为 
0 
有 时 , 连 加 的 数 是 用 两 个 指标 来 编号 的 ,譬如 说 , 求 矩 阵 (3) 中 全 部 元 素 的 和 .这 个 和 可 以 用 双重 
连 加 号 记 为 
2 (4) 


ist1 js1 


按 连 加 号 的 意义 
Qi 二 旬 《ai 十 GR 册 二 
= 


二 沪 { 
三 攻 庙 计生 四 但 二 < 本国 汶 二 (人 5 机 区 二 击 *4 二 在 生 关机 二 机 和 二 @ 二 二" 于 @i )5 


这 就 是 说 ， 先 按 行 相 加 ， 然后 再 把 各 行 的 元 素 和 加 起 来 .因为 数 的 加 法 适合 交换 律 与 结合 律 , 所 以 这 
si 个 数 相 加 也 可 以 先 按 列 相 加 ,再 把 所 得 的 和 加 起 来 ,也 就 是 
(G0Gai 士 … 汪 @ 广 二 (@ta 二 Gaz 十 "二 2 二 -十 ( 克 放 十 G2 二 "十 Gin ) 
用 连 加 号 表示 就 成 为 
之 全 


jl 入 
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| 和 附录 一 关于 连 加 号 " 荆 ” 


因 之 


多 让 二 到 联 名 他 
这 就 是 说 ,在 双重 连 加 号 中 , 连 加 号 的 次 序 可 以 题 倒 . 在 第 二 章 $7 与 第 四 章 $2 中 我 们 就 用 到 这 个 
有 了 时 相 加 的 数 虽 然 是 用 两 个 指标 编号 ,但 是 相 加 的 并 不 是 它们 的 全 部 ,而 是 指标 适合 某 些 条 件 
的 那 一 部 分 ,这 时 就 在 连 加 号 下 写 出 指标 适合 的 条 件 . 例 如 ， 


痪 六 轴 = 的 机 《站 辐 书 0 六) 沁 《Go 寺 0 十 呈 。 机 Go-iun 乱 


J=2 1<y 


又 如 ,给 了 两 个 多 项 式 


7)= 古 和 二 证 二 to， g(X)= 访 + 放 YY” + 十 国 
乘积 败 *)g(xz) 中 交 的 系数 就 是 
总 Qi 


相仿 地 , 当 相 加 的 数 是 用 多 个 指标 编号 时 ,我 们 就 使 用 多 重 连 加 号 .例如 ,有 等 式 
各 > obcx = 电 ici 


i++r ii /人 =T 让 机 机 


附录 二 
整数 的 可 除 性 理论 


整数 及 其 运算 是 大 家 熟悉 的 .整数 包括 正 整数 . 零 及 负 整数 . 通 常用 Z 表示 全 体 整 数组 成 的 数 集 . 
这 一 附录 引导 读者 学 习 整数 的 可 除 性 理论 ,这 是 学 习 高 等 代数 以 及 其 他 课程 必须 知道 的 数学 知 


识 . 我 们 列 出 了 所 有 的 结论 ,但 没有 证 明 . 读 者 完全 可 以 仿照 多 项 式 理论 中 有 关 结 论 的 论证 补 出 这 些 
证 明 ,这 是 留 给 读者 的 绝 好 的 练习 ， 


刀 ， 


整数 有 加 法 ,减法 和 乘法 等 运算 ,减法 是 加 法 的 道 运算 .加 法 和 乘法 满足 下 面 的 八条 规律 (o,， 
… 表 示 任 意 整数 ) : 
1) 加 法 交换 律 :a+ub= b+ai 
2) 加 法 结合 律 :(a+b)+c=a+(0+c)i 
3) Z 中 有 零 元 素 0 ,满足 

G+0= 0+Q=Q; 
4) 每 个 整数 e 都 有 唯一 的 一 个 负 元 素 -a, 使 得 

4+( 一 4)=(=-a)+C=0; 

5) 乘法 交换 律 :ab=baui 
6) 乘法 结合 律 :(ab)c=a( 姑 ); 
7) 分 配 律 :a(b+c)= ab+aci 
8) 消去 律 :如 果 =ac,a 和 0, 则 =c. 
根据 第 4 条 性 质 , 减 法 可 看 成 是 加 法 的 逆 运 算 : 

在 - 少 =G4+( 一 5) . 
在 乙 中 不 能 作 除 法 ,但 是 有 以 下 的 除法 算式 . 
除法 算式 ”对 于 任意 两 个 整数 we,0(4 夭 0) ,存在 一 对 整数 y,r, 满 足 


Gd=40+r， 0 三 r< | | 5 


而 且 满足 这 个 条 件 的 整数 9,r 是 唯一 的 . 


4 称 为 上 除 o 的 商 ,r 称 为 关 除 wu 的 余数 . 
定义 1 对 于 整数 ,如 果 存 在 唯一 的 整数 ,使 =ic, 则 称 / 是 we 的 因子 ,“ 是 4 的 倍数 ， 
在 定义 中 我 们 并 不 要 求 4 和 关 0. 可 以 看 出 , 当 4 关 0 时 必 是 上 的 因子 的 充分 必要 条 件 是 除 ua 所 得 


的 余数 为 0. 因 此 ,是 “的 因子 也 称 少 整除 e, 记 作 上 | “. 和 否则 记 作 “上 wa. 


关于 整除 ,有 以 下 一 些 性 质 : 

1) 如 果品 | 2 | a, 则 a=+b; 

2) 如 果 a 15|c, 则 a|ec; 

3) 如 果 a | ba | c, 则 对 任意 整数 上 ,1 都 有 w | 妇 +lc. 

根据 定义 ,每 个 整数 都 是 0 的 因子 ,但 是 0 不 是 任何 非 零 整 数 的 因子 . 


1 


再 加 以 说 明 ， 


如 果 a 既是 衫 的 因子 ,又 是 < 的 因子 , 则 称 上 是 & 和 的 一 个 公 因 子 , 公 因子 中 最 重要 的 是 最 大 
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11 有 附录 二 整数 的 可 除 性 理论 


公 因 子 ， 

定义 2 设 ! 是“ 和 几 的 一 个 公 因子 ,如 果 a 沙 的 任 一 个 因子 都 是 4 的 因子 , 则 称 4 是 “ 必 的 最 
大 公 因 子 . 

根据 定义 ,如 果 di ,d, 都 是 a,b 的 最 大 公 因 子 , 那 么 由 | dd | ,从 而 di =+@:. 按 规定 dg ,d， 皆 
非 负 , 故 心 =dz- 

当 少 |a 时 必 是 w 与 六 的 最 大 公 因 子 .特别 地 , 当 a=0 时 履 是 “与 上 的 最 大 公 因 子 . 

当 a 沁 不 全 为 零 时 ,ae 履 的 最 大 公 因子 不 为 零 , 这 时 我 们 规定 :以 (a,0) 表 示 “的 正 的 最 大 公 因 
子 .在 这 个 规定 下 ,(a,0) 是 唯一 的 , 

类 似 于 多 项 式 的 情形 也 有 求 (a,) 的 转 相 除 法 . 设 5 和 0, 即 0>0, 反 复 应 用 除法 算式 


CQ =dib+ri， 0<ri<4， 
汪 =gari 士 Fr ， DR 
7 三 @T1 十 mA， 0< 和 <7i-i， 


mi=guaim+0， 
直到 出 现 余数 为 零 而 终止 . 则 有 
(ab)=(0 rm)=(Cnym)= =(myr)= rm 
从 上 面 的 算法 中 还 可 以 找到 整数 wu, 使 
(w,0)= ua+z0， 

这 是 最 大 公 因 子 的 重要 性 质 . 

定义 3 ”如果 整数 "的 最 大 公 因 子 等 于 1, 则 称 ,/ 互 素 ( 亦 称 互 质 ). 

例如 ,3 与 5 互 素 ,21 与 40 互 素 . 

互 素 有 以 下 一 些 重要 性 质 ， 

1) 6 尼 互 素 的 充分 必要 条 件 是 存在 整数 vv, 使 

UC+DD = 1; 

2) 如 果 a |ic, 且 (oO= 1 工 则 ac; 

3) 如 果 a|c,p je 而且 (a. 力 =1, 则 ob | ci 

4) 如 果 (a,e)= 1,(bc)= 1, 则 (ob,c)= 1 

这 些 性 质 说 明了 互 素 的 重要 性 ， 

最 后 介绍 素数 ( 亦 称 质数 ) 的 概念 . 

整数 c(a>1) 至 少 有 两 个 因子 :1 和 a 本身. 不 等 于 1 和 “ 的 因子 叫做 a 的 真 因子 . 

定义 4 是 大 于 1 的 整数 ,如 果 除 去 1 和 本 身 外 ,e 没有 其 他 因子 , 则 “ 称 为 素数 . 

例如 2,3,5,23 等 都 是 素数 ， 

从 素数 的 定义 可 以 看 出 ,如 果 素 数 疡 表示 成 P=du, 则 必 有 au=1,5=p 或 a=p 必 = 1 

素数 有 下 述 性 质 : 

1) 素数 和 任 一 个 整数 a 都 有 或 者 六 | ,或 者 (p,a)= 1; 

2) 如 果 素数 户 | c, 则 户 | “或 六 | 

下 面 这 两 个 性 质 也 是 素数 的 特征 性 质 : 

3) 如 果 大 于 1 的 整数 户 和 任何 整数 "都 有 7 | “或 (p,a)= 1, 则 疡 是 一 个 素数 ; 

4) 如 果 大 于 1 的 整数 户 具 有 下 述 性 质 : 对 任何 整数 cb, 从 疡 | 由 可 推出 户 | 或 六 | 六 则 疡 是 一 
个 素数 ， 

如 果 素数 疡 是 整数 o 的 一 个 因子 , 则 疡 称 为 的 一 个 素 因 子 . 

根据 互 素 及 素数 的 性 质 , 应 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 关于 整数 的 一 个 基本 定理 
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附录 二 ”整数 的 可 除 性 理论 | 


因子 分 解 及 唯一 性 定理 ” 任 一 个 大 于 1 的 整数 “可 以 分 解 成 有 限 多 个 素 因 子 的 乘积 , 即 
G=PiPpa Pi， 
而 且 分 解法 是 唯一 的 , 即 如 果 有 两 种 分 解法 
@=Pipaz PP 三 9192 9 
其 中 性 pg 0 都 是 素数 ,那么 有 := 上 并 且 重 新 将 9，…，,4 适当 排序 后 ,可 得 
房 = 和， =1 ,2 
在 的 分 解 式 中 ,将 同一 个 素 因 子 合并 写成 方 客 , 并 且 将 素 因子 按 大 小 排列 ,得 到 
= 站 2 有 商人 人 必 汪 人 生 二 村 227 克 
这 种 表示 法 称 为 w 的 标准 分 解 式 . 
可 以 应 用 整数 的 分 解 式 来 判断 整除 性 及 计算 最 大 公 因 子 . 
现在 将 整数 ab 的 素 因 子 合 在 一 起 , 设 为 六 ,请 , 并 设 


a=PIHP3…P 1 区 2 
| EN 吕 (1) 
= 记 芭 世 05 二 1 2 
则 
1) & 能 整除 2 的 充分 必要 条 件 为 
上 和 人.25 
2) (@ 的 = 站 
最 后 我 们 介绍 最 小 公 倍数 的 概念 . 
定义 5 设 普 是 ab 的 一 个 公 倍数 ,如 果 ab 的 任 一 个 公 倍 数 都 是 严 的 倍数 , 则 普 称 为 ab 的 
最 小 公信 数 . 
由 定义 可 看 出 e,b 的 最 小 公 倍 数 是 唯一 的 , 记 作 [a, 妇 ]. 
当 w 履 是正 整 数 时 ,从 它们 的 标准 分 解 式 可 以 求 出 最 小 公 倍 数 . 设 ea, 的 分 解 如 (1) , 则 
[二 人 信人 
由 此 还 可 看 出 
oa=(ab)[ayo]. 
可 以 把 最 大 公 因 子 及 最 小 公 倍 数 的 概念 推广 到 有 限 多 个 整数 al ,ay,…a, 的 情形 ,类 似 地 规定 
(ai 和 ya ) 和 [aa ,aa]. 特 别 地 , 当 ao,…,a, 全 为 正 整 数 时 ,有 
人 全 和 生生 抽 aa 
[5 丁丁 = 上 [aawa 5 总 
并 且 存 在 整数 wii ,一 心 ， 使 


村 | 相 j 者 有 5 人 中 5 寺 友人 二 这 作 1yGaes 总 )， 
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附录 三 
代数 基本 定理 的 证 明 


引 理 ” 设 /(z) 是 次 数 mn!1 的 复 系 数 多 项 式 , 则 

1) 对 任何 WM=0, 必 有 N>0, 当 |z| =N 时 ,有 |7z) | =MNi 
2) | /z) | 在 复 平 面 上 有 最 小 值 . 

证 明 1) 设 Hz)=aoz +aiz +…+a 令 


4=max( | ea， | 有 | | re | 


则 
ai27 +aaz 二 | 到 |ai 二 和 + m| | 有 + 二 
<4(|z| ”+|z| 一 ++1)=4 记 一 
24 "-1L 1 
和， 
| o | | > | 到 2 
aceteta | sa|1z| 
于 是 
| 冯 坟 | | 癌 下 [| 生 |aeeaes| > 二 | 本 | 
再 若 有 
2W 
|z| > 
| ai 
则 有 
|A(z) | =MN. 
| 2 +1 ， ] . 四 = 六 时 ,有 
| m | | oo | 


| KKz) | = 

2) 任 取 z 及 令 | Fa ) |= 及 如 1) 有 N>0, 当 |z| =N 时 ,有 |Az) |=| aa) |. 

再 取 Oxy 平面 上 闭 区 域 Vx + 电大 信任 一 复数 :=x+iy,， | z | <N 等 价 于 Vz+7 <N, 又 设 复 多 项 
式 z)= 万 (z,y)+ 访 (zy) ,其 中 站 zy7) 及 (xz:7) 皆 为 xy 的 二 元 实 系 数 多 项 式 . 故 |/(z) | = 
V1Cx,y)3+PCx,y) 是 xyy 的 连续 函数 , 它 在 闭 区 域 Vz+ 妈 三 YN 上 有 极 小 值 , 也 即 |/(z) | 在 |=| 
和 中 有 极 小 值 . 即 有 | za | 和 N, 当 |z| 和 时 有 |7z) | = | Fa) |. 取 |Aa) | 及 |7zo) | 中 较 
小 的 一 个 , 它 就 是 复 平面 上 | /(z) | 的 最 小 值 .1 

代数 基本 定理 ”每 个 次 数 = 1 的 复 系数 多 项 式 必 有 复数 根 . 

证 明 设 


附录 三 ”代数 基本 定理 的 证 明 | 是 


sz)= aiz"+G iiz0 十 二 Go 
是 一 个 复 系 数 多 项 式 ,其 中 o, 关 0,n= 1!. 由 引 理 | .As) | 在 复 平 面 上 有 最 小 值 | 天 浆 ) | .我 们 来 证 
及 20)=0， 
用 反 证 法 , 设 几 za)= 加 关 0. 将 败 z) 表 成 zz 的 方 赛 和 , 即 

(zz)= Do+b(z-zo )+…+5 (zz0)， 
其 中 如 = 所 za). 设 上 式 中 记 = 汪 = 六 =0, 估 关 0, 即 

大 本 三 记 +8 (za ) 计 e+5 (zz )5， 

z) 包 


1 《 ) 二 《 治 
三 外 十 一 一 ( 2 一 十 :十 一 一 ( 2 一 网 
加 bo bo 可 


忆 
记 人 可 全 ,) ; 则 上 式 可 写成 


人 z+ 太 ) 人 
一 Her 人 2 ] 
0 全 人 
于 是 
士 太 2 忌 
名 闻 = 1nem lleel 人 | 空 |e| 宇 | (0 
bo 人 太 
取 
在 一 ar 名 Ci 
arg 几 = 3 


即 ci 由 为 负 实 数 .又 取 | 玉 | 充分 小 , 因 有 1, 就 有 
-ci 大 = | ci 天 | = |e | | 六 | <1. (2) 
又 若 8=m, 则 (1) 中 无 第 二 项 , 即 为 零 , 若 ki<a, 则 nk&>0. 再 由 | 六 | 充分 小 ,(1) 中 第 二 项 括号 中 的 和 


< 地 .于 是 在 两 种 情形 下 都 有 


| es | | ec, 


1 
| ee | | 两 | 二 ss | < 汪 em | 
| el le | 2 
因此 
+ 岂 
上 Kai | 2 刷 1+csp | 二 | es 外 
[| 
用 (2) 1 1 
| 
于 是 


[Kaoth) |<|5|=|Ka) |， 
与 | /za ) | 是 最 小 值 了 矛盾. 故 | 名 | = | 疙 和 ) |=0, 即 a 是 拟 z) 的 一 个 复数 根 . 1 
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附录 四 
%- 和 矩阵 与 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 


这 一 节 的 任务 是 在 任意 数 域 P 上 线性 空间 了 中 找到 一 组 基 ,使 线性 变换 允 在 这 组 基 下 的 抢 阵 成 
为 有 理 标准 形 ,特别 地 当 己 是 复数 域 时 成 为 若 尔 当 标 准 形 . 它 需要 将 线性 空间 了 分解 成 一 些 " 必 - 循 
环 子 空间 "的 直 和 .由 于 利用 了 %- 和 矩阵 的 工具 ,简化 了 问题 的 讨论 .类 似 的 讨论 通常 要 在 近世 代数 中 
模 论 部 分 才能 进行 ,我 们 仅 利 用 线性 代数 知识 ,不 但 实现 了 证 明 , 而 且 证 明 是 构造 性 的 且 能 进行 
计算 . 


一 、%- 惩 阵 


任 给 数 域 P 上 维 空间 Y 上 线性 变换 吧 ,已 定义 过 尸 上 线性 变换 必 的 多 项 式 , 即 对 任意 几 A) s 
P[A] ,FA)=aiA+aA +…+aA+a 称 FM)= ai+a gr+…+al+aoE 为 PP 上 线性 变换 吧 的 
多 项 式 ,其 中 & 为 了 上 人 恒 等 变 换 : 矿 %g) 仍 为 了 上 线性 变换 . 

定义 1 对 PC 上 任意 A- 矩 阵 于 (MA)=(o(A)) ssaiCA) EP[A] ,可 令 开 Co)= (oa(w) )。 称 它 
为 已 上 的 %- 和 矩阵 . 


例如 
Az+1 -1 到 246 邓 -E 
K(A)= Ke0)=| ) 
3 人 > 二 38 到 + 
又 如 设 妇 =( 吨 ) ,下 (A)=A 巨 -至 , 称 它 为 吾 的 特征 矩阵 , 则 
人 一 0 一 0 人 一 bi 
= 
下 (入 )= 人 鳌 - 瑟 = 
二 局 二 人 
-IE 一 
一 人 0 
FPC)=| ” 


一 人 要 一 让 有 
由 于 符 阵 运算 及 行列 式 定义 中 只 用 到 元 素 的 加 法 和 乘法 ,而 线性 变换 凡 的 多 项 式 有 加 法 和 乘 
法 ,与 4- 矩阵 一 样 ,%- 矩 阵 也 有 加 法 、 乘 法 及 “数量 "乘法 (用 总 的 多 项 式 作 为 无 素 与 g- 抢 阵 , 甚 至 
与 数字 和 拖 阵 作 * 数 量 " 乘法) ,也 有 与 数字 拖 阵 A- 和 矩阵 类 似 的 运算 性 质 , 也 能 定义 吧 - 符 阵 的 行列 式 ， 
也 有 与 数字 行列 式 相同 的 性 质 , 如 行列 式 乘法 定理 ,伴随 矩阵 的 存在 等 . 
用 %- 和 矩阵 运算 可 以 将 前 面 的 严 ( sg) 表 为 


一 、.W- 和 矩阵 站 和 


-人 
一 BE -OBE 
下 ( 妈 )= _ - = 以 E-CEB. 
-BC 
我 们 知道 对 ALA),g(A) sePL[A], 令 jCA)= 几 A)+ECA),PCA)=AA)SECA) ,就 有 A( 吧 )= 帮 sg)+ 
g(&) ,PC8)= 几 0)5(2)， 
不 仅 如 此 ,对 A- 矩 阵 ,KCA) ECA) us 车 吾 (A)= 开 CA)+E(OA) , 则 吾 ( 改 ) = 天 ( 双 ) + 天 (o). 又 
对 天 (A) ECA) 若 MCA)= 必 OA)ZEOA), 则 Mg)= 天 (IE(). 可 以 比较 这 些 等 式 两 边 矩 阵 的 
全 部 对 应 元 素来 进行 验证 . 
对 Y 上 的 一 个 线性 变换 好 , 设 它 在 基 sl ,ge:,…,e, 下 的 矩阵 为 4 ,oo(eEle,…,E,)= (elE， 
E,)4 , 设 4=(oy),w， 该 式 可 写成 
列 Ei=QGIiEI+QGDE3 二 十 GiE QIGEI+GBE 二 十 QiCE，， 


型 Ea =GaiE1+QaE2+ +QanEl 一 CIGEI+O2aGE3+… +Qan 人 GE。， 


好 E,=aiEI+GaE2 十 十 OBE 三 人 GEI+GoCE: 十 … 十 CQ， 人 GE 您 易 | 
这 组 式 子 可 以 用 一 个 * 左 形式 表达 式 " 来 表示 : 
EI 二 
E2， EE 
磺 | | = 鸡 《2 
En 下 
或 可 写成 
El 
2 
(xFE-6E4)| .|=0. (3) 
En 


表示 式 %(el,sl,…,el)=(elyei ye)4 与 (2) 相 比 , 后 者 可 以 用 -矩阵 的 形式 表达 式 写 出 ,而 
前 者 则 不 能 .这 是 (2) 的 优点 .以 后 我 们 常用 (2) 和 (3) 来 表示 线性 变换 汉 的 作用 . 
表达 式 w(si ,se)= (se 2 )4 中 ,4 是 && 在 基 sl,e,…,E, 下 的 矩阵 ,而 (2) 中 的 
矩阵 4 称 为 在 基 si ,es ,…,e, 下 的 左 矩 阵 (在 (2) 中 4 出 现在 基 el,s:,…,es, 的 左边 ). 必 在 同一 基 
El 2 下 的 矩阵 4” 和 左 矩 阵 4 互 为 转 置 关 系 ,它们 有 相同 的 特征 多 项 式 . 由 于 双 在 不 同 基 下 的 矩 
阵 是 相似 的 ,所 以 它们 对 应 的 转 置 也 是 相似 的 , 即 必 在 不 同 基 下 的 左 矩 阵 也 相似 . 故 % 在 任何 基 下 的 
矩阵 及 左 抢 阵 的 特征 多 项 式 都 相等 ,都 是 必 的 特征 多 项 式 . 
(3) 的 左 端的 写法 是 一 种 形式 写法 .这 是 -和 矩阵 与 向 量 元 素 的 矩阵 的 “乘法 ”, 而 不 是 改 - 和 矩阵 的 
乘法 .数字 和 气 阵 与 向 量 元 素 的 矩阵 也 有 过 类 似 的 形式 写法 .现在 对 任意 妈 - 矩 阵 开 (到 )=( 语 ( 叹 ) ) 
专 : 
专 : 
及 向 量 和 矩阵 | ，| , 称 等 式 
光 
专 ， 后 要 十 下 2 芝 2 十 … 二 大生， 
志 : 5 人 十 友 。 (4) 


多 后 要 十 谎 2 大 2 中 十 大 和 
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川中 附录 四 .w- 和 矩阵 与 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 


为 %%- 和 矩阵 的 形式 写法 .与 数字 答 阵 的 形式 写法 一 样 有 下 列 性 质 : 
1) 


专 专 
去 > 和 专 : 
(Kao) -Ze | “| =K(ea)| Zoo)| 
如 所 
2) 
专 专 | 专 ) 


| KG)。srz(s)。e] | 


宇 妈 各 
3) 设 败 吧 ) 是 线性 变换 肥 的 多 项 式 , 则 
ss e 二 


[Fe)K(eot) 昌 =K(x)| (wz) 间 =/(eg)| K(C) 


如 如 
但 是 %- 称 阵 的 形式 写法 与 数字 和 矩阵 的 形式 有 不 同 的 性 质 ,例如 ,对 可 逆 的 数字 抢 阵 T,., 及 一 组 
基 El E2，…E， , 作 


1 E) 
光 -7 E2 
好 。 E， 


则 ,7a ,7, 仍 为 一 组 基 . 但 对 于 可 道 的 吧 - 抢 阵 天 ( 改 ),s( 即 存在 吧 - 和 矩阵 工 ( 吕 )。w ,使 二 ( 慑 ) 
K(sL)=R(ON)E(N)=8 玉 ) ,对 基 esi,ei,…，,e, 作 形式 写法 


EI 7) 

77: 

K(w)| “|=| . 
E 了 7， 


可 能 7 ,7 ,… ,2 不 是 基 , 甚 至 可 能 有 某 些 9, 为 零 . 


例 1 设 
Pi 4 在 =15N 1 多 1 -=-A+3 -=-5 
E; 1 3 站 二 民 oo 1 中 
E3 1 2 14 二 0 0 1 


12(GA) |=1 故 2(A) 是 可 闭 和 -矩阵 . 设 C(A)E(A)=Z(A)Q(A) = 已 则 CQ(w)ZL(ON)= 工 (2) 
CC%)=6 已 , 即 QC(%) 是 可 逆 和 矩阵 .计算 


7 E， EI+(-M+3G)E: 一 Se Eli-(EI+3E: 一 5SE: )+3E, 一 Se 0 
7 |=CCw)| es |= 2 一 E5 = E2 一 2 =| se:-E，| . 
77: E3 E3 E5 E; 


即 9 =0,7, ,7 ,37 不 能 为 基 . 
下 面 用 色 -矩阵 这 个 工具 来 证 明 两 个 结果 ,证明 很 简明 .下 面 的 定理 是 已 知 的 ,这 里 给 出 了 另 一 
个 证 明 . 


一 、- 和 矩阵 | 有 


定理 1 哈密 顿 - 凯 莱 ) ” 设 数 域 P 上 半 维 线性 空间 Y 上 线性 变换 必 的 特征 多 项 式 为 A) , 则 
2M)=0. 
证 明 任 取 了 的 一 组 基 el ,es ,2E 设 叹 在 sl,ei…,E, 下 的 左 和 矩阵 为 4, 即 


21 
E2 
(CE-6E4)| .|1=O0. 


Bi 
| AE-4 | 是 4 的 也 是 饼 的 特征 多 项 式 , 即 | AE-4 | = 几 LA). 设 五 -4 的 伴随 矩阵 为 吾 . 它 的 元 素 都 是 
AE-4 的 n-1 阶 子 式 (最 多 差 正 负 号 ) , 仍 为 A 的 多 项 式 . 即 下 也 是 -和 矩阵 ,可 记 成 3(CA). 由 行列 式 
理论 有 
下 (A)(AE-4)= | AE-4 | 已 = 几 A) 五 . 
将 芭 代 人 上 式 中 的 和 ,然后 两 端 都 作用 到 (si ,se ,…,s,) 7 上 ,得 到 


2 


左 端 =B(x) (%B-E4)| “|=o， 


E， 
于 是 
E1 AD)ei 
忆 JU )e， 
右 端 = 败 吧 ) 二 . =O0. 
En JU )E， 
即 Hw)si=0(0i=1,2,…,). 于 是 /CD) 是 了 上 零 变 换 , 即 有 
Ag)=0.1 
引 理 设 了 为 mxn 数 字 方 阵 , 又 sl,s ,8 满足 
1 
开 
(好 五 -GT) =O， 
E， 
则 对 任何 入 = 和 矩阵 尽 (A) , 必 有 数字 方 阵 尽 , ,使 
Bi E| 
和 > E) 
RCxN)| |=R| 
-本 ， 
证 明 由 第 八 章 84 引 理 2, 可 设 ROA)=aMI(A)(AE-T)+R, 用 芭 代 替 式 中 的 和 ,就 有 
Ei E1 El E) 
E2 E2 55 5 
RON)| |=MCC)CBE-6ET)| |+R| 1=R 1.1 
E， E En 2， 


定理 2 4,. 与 刀 ,。 相 似 的 充分 必要 条 件 是 \ 瑟 -4 与 五 -8 等 价 . 
证 明 必要 性 . 设 好 =7 47, 则 
人 五 -B=AE-T-4T=T-I(ABE-4)7T， 
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上 是 附录 四 .=- 和 矩阵 与 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 


故 等 价 ， 
充分 性 .由 等 价 , 有 可 逆 和 -矩阵 P(A) 及 C(A) ,使 
P(A)(AE-4)O(CA)= 人 五 一 忆 . 
取 忆 上 维 空间 了 及 一 组 基 el,sga, ,8 , 作 了 上 线性 变换 吧 ,使 


El 
E2 
(%E-E4)| | =0. (5) 
如 
由 假设 
P(M) (NBE-E4)= (BE-EB)O(CN) (6) 
上 式 两 边 作 用 于 (se ,e,…,s,) , 则 左 端 为 零 ,于 是 
Si 2 
- 川 醋 17:> 
右 端 =(%E-EB)| CC%) | . | |=(%BE-EB)| | =O， (7) 
E， 1 
其 中 
17) E1 
了 | = 
7， 攻 
由 (5) 及 前 面 的 引 理 ,有 数字 矩阵 Vu ,使 
77 E1 El 
六 志 ) 2 
| =ota 相 | = 网 于 |， (8) 
妇 ,， 2 BE 
若 能 证 明 了 是 可 半数 字 和 矩阵 , 则 力 ,77: ;51 罗 攻 的 基 . 由 (7) 5 
中 171 
到 呈 |= 可 ” 
2 尹 


即 妃 是 妈 在 基 ?1 ,32，… 7 下 的 左 矩 阵 . 即 4 ,中 是 吧 在 不 同 基 下 的 左 矩 阵 , 故 相似 . 
现在 来 证 明 Tu 可 道 .对 EE=Q(w)C(C%) ,两 边 作 用 于 (el ,se ,se ) , 则 


2 E 2 
22 -1 Ex 72 
=C@(Cw)| CC ) =C(CY) .| ， (9) 
E， E， 好 7 
由 于 
1 
(双开 -CE 有 ) =O 

7， 


二 、 答 阵 相似 标准 形 的 几何 理论 j 有 


应 用 前 面 的 引 理 , 有 数字 矩阵 w。 ,使 


了 7 17 
7 妨 : 
妈 过 | |= 克 | |， (10) 
?7 了 
由 (8),(9) 及 (10) 得 

Ei 

忆 E: 
=Voy。 四 

EE E， 


因 el ,s:,…,E, 是 基 , 故 DuyY = 巨 ,这 证 明了 是 可 逆 和 矩阵 .定理 得 证 .1 


二 、 和 宅 阵 相似 标准 形 的 几何 理论 


下 面 将 要 证 明 两 个 结论 : 

1. 任意 数 域 P 上 方 阵 必 相似 于 一 个 有 理 标准 形 

2. 复数 域 上 方 阵 必 相 似 于 一 个 若 尔 当 标准 形 , 

先 回忆 有 理 标 准 形 .给 定 4&(A) se P[A] ,da(A)=A+c A++clA+coy 记 


0 0 0 :… 0 0 =-e 
1 0 0 … 0 0 -=-e 
0 … 0 0 一 Co 
M(d(A) )= 
0 0 0 1 0 -cea 
0 0 0 0 由 “人 
称 M(d(A) ) 为 4dA) 的 友和 抢 阵 ,而 形 为 
MGd(A) ) 
M(d， 
遇 《 
M(d(CA) ) 


的 分 块 矩阵 ,其 中 必 (A)(I=1,2,…,s) 皆 为 首 项 系数 为 1 的 非常 数 多 项 式 ,上 且 满 足 由 (A)1d:(A)1…1 
4&(A) , 称 为 有 理 标 准 形 和 矩阵. 
易 知 
M(d(A) ) 的 特征 多 项 式 = 它 的 最 小 多 项 式 = 它 的 唯一 的 非常 数 不 变 因 子 =d(A) ， 
而 4 的 全 部 非常 数 不 变 因子 为 由 (A) ,d:(A),…,d(A). 结 论 1 转 化 成 几何 命题 1: 对 于 数 域 P 上 " 
维 线性 空间 了 中 的 线性 变换 史 ,一 定 存 在 Y 的 一 组 基 , 故 吧 在 该 基 下 和 失 阵 为 有 理 标准 形 . 
再 回忆 数 域 上 形 为 
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| 和 附录 四 -和 矩阵 与 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 


XN 0D 0 0 0 0 

1 A 0 省 
J(CAo,k)= 

0 0 0 1 站 

0 0 0 是 

的 矩阵 称 为 若 尔 当 块 矩阵 .而 形 为 
了 CA) 
人 
了 (AR 


的 分 块 矩阵 称 为 若 尔 当 形 卸 阵 . 易 知 J(Ao,) 的 特征 多 项 式 = 它 的 最 小 多 项 式 = 它 的 唯一 非常 数 不 
变 因 子 = 它 的 唯一 的 初等 因子 =(A-Ao) . 

若 尔 当 形 和 矩阵 4 的 全 部 初等 因子 为 (A-A) ，,(A-A) 2，…，(A-A.) “由 此 看 出 和 A2，…，,A， 
都 是 特征 根 , 即 4 的 全 部 特征 根 都 要 在 数 域 已 内 .于 是 数 域 P 上 的 一 个 方 阵 若 能 相似 于 一 个 若 尔 当 
形 和 矩阵 , 则 它 的 全 部 特征 根 全 在 尸 内 ,或 说 它 的 特征 多 项 式 的 全 部 根 都 必须 在 已 内 .P 上 不 可 能 每 个 
矩阵 有 此 性 质 ,当然 也 不 可 能 每 个 矩阵 都 相似 于 若 尔 当 形 和 抢 阵 .但 对 复数 域 我 们 能 够 证 明 结 论 2, 这 
时 我 们 才 说 若 尔 当 形 是 若 尔 当 标 准 形 . 

结论 2 转化 成 命题 2: 对 于 复数 域 P 上 维 空间 了 中 线性 变换 芭 , 必 存 在 了 的 一 组 基 ,使 双 在 该 
基 下 的 矩阵 是 若 尔 当 标准 形 . 

先 对 两 种 标准 形 作 一 些 几何 刻画 . 

定义 2 对 于 数 域 P 上 线性 空间 了 中 的 线性 变换 区 的 多 项 式 /(%) 及 任意 向 量 ee 岂 若 有 
HLw)es=0, 则 称 几 A) 是 se 对 于 性 的 零 化 多 项 式 . 若 几 AN) 是 引 对 于 吧 的 零 化 多 项 式 中 次 数 最 低 的 首 项 
系数 为 1 的 多 项 式 , 则 称 败 A) 为 = 对 于 用 的 最 小 多 项 式 . 

容易 证 明 ,s 对 于 必 的 最 小 多 项 式 整 除 es。 对 于 % 的 任 一 零 化 多 项 式 . 

引 理 1 设 尺 是 数 域 P 上 维 线性 空间 了 中 线性 变换 ,d(A) 是 于 次 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 则 
下 列 结论 是 等 价 的 : 

1) 区 在 的 一 组 基 so,s, ,si 下 的 矩阵 为 友和 矩阵 M(dCA) ):. 

2) gl,W Erig 是 了 的 基 , 且 d(&)e=0. 

3) Y=P[w ]s 一 二 |Kw)solIA) EP[A IdCA) 是 so 对 于 吧 的 最 小 多 项 式 ， 

证 明 设 d(A)=A7+e A++… 十 ciA+co， 


1) 之 2). 由 于 
0 0 0 0 0 -ea 
1 0 0 0 TD =q 
人 
型 (EE EL1)= (En5E15 2 1) ER 二 四 日 (11) 
6 站- 盖 让 
0 0 0 0 了 =e。 
得 
EI=M BE=W BEI= 到 pm， BEI=M Er= 区 2E= = 1E0， 
故 eu, sg,…), ie 是 了 的 一 个 组 基 . 再 由 (11) ,有 
虹 下 三 =-iEE -一 Ci 本 -EEC| 写 | 王 GO 下 0 (12) 
即 有 
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三 、 和 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 | 十 重 


到 "2Ei+c_ir1E+ +6 Bi+c0@ Eo=dM)E = 《13) 
2) 一 1) 只 要 令 el = 内 sg = ep，EI=woE 及 由 (13) 中 qd 人 w)s 的 表达 式 , 即 得 
(12) ,进一步 (11) 成 立 . 正 是 1) 的 结论 . 
2)3)， EoW series 是 了 的 基 , 任 意 es 是 它 的 线性 组 合 
E=1 1E0+1 0 到 叶 50 BE0- 
答 
L(A)=1 A +L A++ A+1， 
则 s=L(w)euoesP[w je 
故 YCP[s js. 反 包含 是 显然 的 , 即 证 明了 Y=P[w ]ey. 
要 证 明 dg(A) 是 se 对 于 甩 的 最 小 多 项 式 , 只 要 证 对 于 任何 多 项 式 
LA)= 1 A++ 二 A+10， 
使 ZLCw)esu=0 必 有 LZ(A)= 0， 
实际 上 若 
(0( 妈 )E0=1 到 Bt 友 E+p +le=0， 
而 双 一 so …)W so 是 线性 无 关 的 , 故 1 ,=…=1=1=0, 即 Z(A)= 0. 
3) 一 2)，Y=P[Lw js, 任意 se 广 有 所 A)EP[A], 使 s= 反 )so 作 带 余 除法 ,用 <(A) 去 除 
AAA) , 设 
JJA)=9CA)dCA)+L(A)， 1 人 (和 A)= 7 AAA 十 二 从 十 帮 ， 
因 d(s )es=0, 故 
E= 帮 到 )Eo=9( 邓 )dW Jet 到 )20=(2)E0=1 ieo+ + BEo- 
即 = 是 %cieo;,…,% ss 的 线性 组 合 . 
又 若 
1 到 和 1E0+ 和 + 5 EU+lueo=0， 
令 1A)=1 A++0A+l, 则 1w)so=0 但 d(A) 是 so 对 于 双 的 最 小 多 项 式 , 故 !(A)= 0. 即 有 
1 ,= = 光 =1=0=0. 这 证 明了 weie,…,K si,sli 线性 无 关 ,是 了 的 一 组 基 . 
推论 ” 设 双 是 线性 空间 了 中 的 线性 变换 ,sw es 了 对 于 史 的 最 小 多 项 式 为 d(A) , 且 Y=P[w js. 则 
维 ( 门 =a(Cd(A) ). 
引 理 2 设 % 是 复数 域 上 线性 空间 了 中 线性 变换 , 则 下 列 结论 是 等 价 的 : 
1) 在 一 组 基 so ,si,…,2, -下 矩阵 为 若 尔 当 块 VCAo za). 
2) 到 -hAo E 在 该 基 下 和 抢 阵 是 M(A ”). 
3) su,(%-hAoEg)so…,(% -AoE) ”so 是 了 的 基 , 且 ( 必 -AoCE) “so=0. 
4) Y=P[% -AoEg]so=P[w]s, 且 (A-Ao)" 是 so 对 于 双 的 最 小 多 项 式 (或 s 对 于 必 -Ao E 的 最 
小 多 项 式 是 和 "). 
证 明 注意 到 必 在 一 组 基 下 的 抢 阵 为 J(Au,m) 等 价 于 驭 -An E 在 同一 基 下 的 矩阵 为 J(Av,m)- 
AoE=M(CNA ), 即 1) 等 价 于 2)， 
其 余 结论 的 等 价 性 证 明 , 只 要 对 线性 变换 改 -Aw & 应 用 引 理 1 就 可 得 到 . 
定义 3 设 双 是 数 域 P 上 线性 空间 了 中 的 线性 变换 ,对 ss 凡 称 PLg je 是 了 的 一 个 叹 - 循 环 子 
空间 . 
由 引 理 1 和 引 理 2, 易 知 有 以 下 两 个 定理 . 
定理 3 设 吧 是 数 域 PP 上 线性 空间 了 中 线性 变换 , 则 几 在 一 组 基 下 的 矩阵 为 有 理 标准 形 的 充分 
必要 条 件 是 存在 ,7:,…,m,, 使 
Y=P[Y IJ] 电 P[ 芭 天 四 … 四 站 改 ]7， 
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中 且 附录 四 .- 答 阵 与 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 


是 好 -循环 子 空间 的 直 和 , 且 mi 的 最 小 多 项 式 di(A) 满 足 由 (A)1d:(A)11dCA) ,daCA)C=1,2，…， 
5) 是 必 的 全 部 非常 数 不 变 因子 . 

定理 4 设 忆 是 复数 域 ,Y, 妈 如 定理 3, 则 必 在 一 组 基 下 的 矩阵 是 若 尔 当 形 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 
是 存在 7 ,7 ,…:,7.， 使 

Y=PLs 四 PEw] 人 四 … 四 站 双 ]7， 

是 双 - 循 环 子 空间 的 直 和 , 且 每 个 9; 的 最 小 多 项 式 皆 形 为 (A-Ai) CA-A 六 =1,2,…, 是 必 的 全 
部 初等 因子 . 

于 是 ,证 明 开 头 的 结论 1 就 是 要 证 明 , 对 任意 数 域 P,Y 是 定理 3 中 所 说 的 妈 - 循 环 子 空间 的 直 
和 .证 明 结 论 2 就 是 要 证 明 , 对 复数 域 P,Y 是 定理 4 中 所 说 的 %- 循 环 子 空间 的 直 和 ， 

下 面 我 们 利用 吧 - 和 矩阵 的 工具 来 进行 讨论 . 

引 理 3 V,% 如 定理 3, 若 有 2 ,7 ，…, ,ssY, 使 

1) Y=P[eg]m+P[w] 思 +…+P[ 7 (14) 

2) 设 每 个 了 对 于 又 的 最 小 多 项 式 为 mm(A) , 且 


之 a(Pi(A))= 维 (P)， 
则 (14) 中 的 和 是 直 和 . 
证 明 由 引 理 1 的 推论 , 维 (P[s]m,)= 5(P(A) ). 于 是 
维 (站 = >》 (pi(A))= >》 维 (PLs]7i). 


1=1 


由 第 六 章 定理 11 知道 (14) 的 和 是 直 和 . 
定理 SS 7,% 如 定理 3, 则 站 是 具有 定理 3 中 所 说 性 质 的 %- 循 环 子 空间 的 直 和 ， 
证 明 取 si,s,…，,E, 为 了 的 一 组 基 , 设 


吾 | 2i 百 ) 
洒 E2 E2 

地 .|=4| . |， 或 (%E-64)| .|=0. (15) 
忆 EE。 已 


对 A 尼 -4 有 可 逆 A- 和 矩阵 P(A) ,CQ(A) ,使 


P(A)(AE-4)C(X)= di(A) (16) 


d(A) 
是 A- 和 抢 阵 的 标准 形 ,其 中 四 (A) 1d(A)1…1d(A),dGA)C=1,2,…,s) 是 儿 的 全 部 非常 数 不 变 因 
子 , 在 (16) 中 用 双 替 代 A, 由 (15) 就 有 
2) 2 


2 


所 顾 
0 =P(x)CXE-64)| “| = [ PCoO)CxE-E4)O(xz) |] 2Co0) 


En E。 


三 、 和 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 站 和 


] 和 专 
1 5 
二 dt) 妇 ，| ， (17) 
吃 ( 吧 ) 了 : 
d(&) 人 \7 
其 中 
专 j E1 Ei 专 ， 
儿 一 皇 尼 ,-， 有 下 
=Q@(w)” -oo 5 (18) 
好) ER ri 祁 ) 
也， E Eu 好 7 
由 (17) 有 
有 三 站 三 二 人 (19) 


设 Q(&)= (9i( 玛 ) ) ,其 中 m(A) seP[A], 由 (17) 得 
本 三 人 (到 ) 志 十 9 到 ) 枯 Gin 这 到)7 二 +9g5( 到) 
=gicri( 2)+9e2E) + ga )7， 
EP[Lw]7i+PLw]z7++P[g]77 ，i=1,2，… 
即 了 的 子 空间 P[w]7i+P[s]7+…+P[w]7, 含有 的 一 组 基 , 必 是 了 自身 , 故 
Y=P[Lw] 思 +P[w] 7 +…+P[w]7, (20) 
再 来 证 它 是 直 和 . 因 P(A) ,Q(A) 可 闭 ,1P(A)1 及 1Q(A)1 上 皆 为 非常 零 常数 ,又 由 (16) 有 
IP(A) TIAE-41ICQCA)1=dCA)d OA)…Z(CA). 
即 有 


于 


>a(d(A)) =alAE-41I) = 维 ( 太 . 


1s1 


又 设 miCi=1,2,…,*) 对 于 双 的 最 小 多 项 式 为 户 (A) ,由 也 ( 芭 ) 让 =0, 故 PCA)1dLCA) ,当然 有 
(pi(A))<3(d(A)). 由 (20) 及 3(pi(A))= 维 (P[szz7,) ,得 到 


维 (J)< > 维 (P[w])= > a(p(A))< > 3(d(A))= 维 (及 . (21) 


这 使 得 上 面 所 有 不 等 号 皆 为 等 号 ,利用 引 理 3 就 证 明了 (20) 是 直 和 .又 MP(CA))=a(Z(A)) 及 六 (AN) 
1d(A)(C=1,2,…,5) ,得 出 斑 (A)=d 必 CA), 即 每 个 @(A) 是 思 对 于 芭 的 最 小 多 项 式 .定理 5 证 毕 .‖ 
定理 6 设 % 是 复数 域 上 半 维 线性 空间 子 中 线性 变换 , 则 了 是 具有 定理 4 中 所 说 性 质 的 改 - 循 环 
子 空 间 的 直 和 ， 
证 明 定理 5 证 明了 站 有 定理 3 中 所 说 性 质 的 直 和 分 解 
Y=P[ 冯 和 四 PL 芭 7 四 … 四 站 六] 也 
由 于 思 ii=1,2,…,s) 对 于 双 的 最 小 多 项 式 是 双 的 非常 数 不 变 因 子 , 还 不 一 定 是 初等 因子 .对 每 个 
P[&]w; 还 要 证 明 它 有 本 定理 所 需要 的 分 解 .为 此 需要 
引 理 4 设 已 是 复数 域 ,Y,% 如 定理 6. 设 有 不 变 子 空 间 外 =PL 史 jy ,zy 的 最 小 多 项 式 
LA)= (AD (AN ) (AD 
其 中 (= 1,2,…,b 互 不 相同 , 则 有 专 , 专 ，… 治 , E 夯 , 使 
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| 和 附录 四 .w- 答 阵 与 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 


到 =PLw] 志 四 P[Lw] 世 四 … 四 P[Lw] 志 ， 
且 专 (i=1,2,…,) 的 最 小 多 项 式 为 (A-A) 
证 明 令 
d(A) 
(AD 


Pi 人) = 志 ;=7i()77， 三 


则 专 的 最 小 多 项 式 为 (入 -Ai ) 
由 于 mi(A) ,ma(A) ,mi(A) 互 素 , 有 司 (A) ,aa(A) ui(A) ,使 
到 人 从) mA)+L CA)7mCA)+ +LCA)NAD)= 1 
手 是 
人 = 贡 ( 吧 )mi(CD)7+a()matw)7I+ +)m()77 
= 区 ) 志 +U( 双 ) 志 二 +U() 志 ， 
就 有 
PP 有 79CP[ 吧 ] 志 +P[L] 志 + +P[] 专 . 
又 专 =mi(2)mEPLN]IC=1,2,…) , 故 上 式 中 反 包 含 关系 成 立 , 这 就 证 明了 
P[Lw]z=P[] 志 +P[w Et+…+P[w 二 ， (225 
维 (PLsg] 志 )=8((A-Ai)) = 站， 
维 (P[w]7)=a(Cd(A))=a((CA-AD) CA ) 2 (AN ) 


= 1 + 二 1 = 之 维 (P[w]t#)， 


由 第 六 章 定理 11 知 (22) 中 的 和 是 子 空 间 的 直 和 . 引 理 证 毕 . | 
由 引 理 4,Y 是 %- 循 环 子 空间 的 直 和 , 即 
Y=PLxw]e 电 PLw]s: 四 … 四 PLw]e， 
每 个 si(i=1,2,… 尖 ) 的 最 小 多 项 式 为 (A-z). 在 每 个 PLw]# 的 适当 的 基 下 ,%IP[x]s; 的 矩阵 是 
若 尔 当 块 ,而 s; 对 于 % 的 最 小 多 项 式 (A-z 六 是 glIP[w]s; 的 唯一 的 初等 因子 .将 所 有 P[w]s(i= 1， 
2,…,) 的 基 合 起 来 就 是 了 的 基 , 这 时 必 在 该 基 下 的 和 矩阵 是 若 尔 当 标准 形 , 而 全 部 (A-z)5(i= 1， 
2,…, 丰 ) 是 色 的 全 部 初等 因子 .这 就 完成 了 定理 6 的 证 明 .1 

定理 3 定理 4, 定理 5 定理 6 合 起 来 就 完成 了 本 节 开 头 的 两 个 结论 的 证 明 ， 

注 1 定理 6 中 必 的 有 理 标 准 形 和 抢 阵 是 唯一 的 .实际 上 多 的 非常 数 不 变 因子 由 CA) ,ds(A)，…， 
d.(A) ,满足 @(A)1d(A)1…1d(A) ,是 唯一 确定 的 ,而 有 理 标准 形 又 是 由 山 (A) ,d(A) ，…,d(CA) 
(及 其 顺序 ) 唯 一 决定 的 . 

注 2 定理 5 中 的 若 尔 当 标准 形 除 其 中 若 尔 当 块 的 排列 顺序 外 也 是 唯一 决定 的 . 

实际 上 一 个 若 尔 当 块 与 芭 的 一 个 初等 因子 对 应 , 骂 的 若 尔 当 标准 形 中 全 部 若 尔 当 块 与 妈 的 全 部 
初等 因子 建立 了 对 应 .因此 多 的 任 一 若 尔 当 标准 形 中 全 部 若 尔 块 的 集合 是 由 吧 的 全 部 初等 因子 的 集 
合 唯一 决定 的 . 随 着 全 部 初等 因子 的 任 一 个 排序 , 若 尔 当 块 也 可 相应 排序 (只 要 将 基 按 适当 顺序 排 一 
下 ). 

注 3 定理 5 定理 6 及 引 理 4 实际 上 已 给 出 了 方法 来 找 出 了 的 适当 的 基 以 构造 % 的 有 理 标准 形 
或 若 尔 当 标准 形 . 

我 们 用 下 面 的 例子 来 进行 实际 的 计算 . 


例 2 对 矩阵 
0 -1 2 
中 8 辐 
3 6 -10 


求 了 ,使 7 BT 为 若 尔 当 标准 形 ， 


二 、 矩 阵 相 似 标准 形 的 几何 理论 自重 


解 ( 工 ) 化 成 线性 变换 的 问题 . 取 三 维 复线 性 空间 了 及 它 的 一 组 基 si ,s:,si, 作 汉人 使 
(sl,E,E)= (ElvEi，E) 卫 . 
令 4=B , 则 可 写成 


2E) 21 Ds 二 条 3 El 
地 E, | =4| es |=| -1 8 6 2 | ， (23) 
E3 E3 2 =14 =10 E5 


(I) 化 AE-4 为 对 角形 .可 作 多 次 初等 变换 来 实现 ,为 得 到 最 后 的 Q(AX) ,我 们 记录 下 每 次 所 作 
的 初等 列 变换 ; 

从 一 3 -3 1 人 一 8 一 6 

-2 14  A+l0 一 2 14 人 +10 

1 A-8 -6 A-8 -6 

0 14+2(A-8) 人 A+10-12 2A 人 -2 人 一 2 


1 
0 =-3=(XA=S) 人 三 3+6N | 三 | 0 
0 

] 0 0 


0 悉 二 三 
人 0 -AMA+8A-3 6A-3 0 =-A(A-2) 6A-3 
( 1 9 0 2A-2 于 从 和 =2 
0 1 0 -1 1 


0 
1 0 0 
行 1 1 
Rs 0 和 人 一 2 aa |， 从 A=-1 
和 
0 0 “+2A+1 
本 0 0 (AM+l): 
1 0 0 
1 
下 0 1 一 人 一 1 
1 0 0 立 
0 1 0 
(! -1I 中 0 =-(A+1)” (A+1) 
1 0 0 | 8 
右 乘 0 1 0 行 变换 | 0 1 
TI 0 0 1 | 
8 一 ( 砚 业 ”二 
0 1 [二 《A+1) 本 (At1) 人 00 A(A+1) 
0 0 1 
可 得 
zz 站 0 
1 -(AM-8) 6NV71 0 0 
1 
CCA)=|0 1 中 FE 和 5 id = 
0 0 1 八 0 -1 1 
0 0 1 
1 0 0 1 A-8 -6 
1 0 0N271 A-8 -6 
1 1 
CQ(A) ”=|0 1 本 MA-1|lo 1100o 1 @| 梧 au all 
GT TI 人 AO 让 1 
0 0 1 0 2 1 
及 
2 2 
7: =@@( 欧 )” 
了 1: E3 
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| 和 附录 四 , 必 - 和 矩阵 与 矩阵 相似 标准 形 的 几何 理论 


由 于 9,72 的 零 化 多 项 式 为 1, 故 1=?2=073=2ei+si, 于 是 Y=PLw]7i=PLo](2ei+ei)， 
( 亚 ) 继续 分 解 PLwg](2e;+es ).73; 的 最 小 多 项 式 为 A(A+1) . 令 P[w]m 思 =PLw]7I@ 四 P[w]771. 
由 引 理 4,71= (sg+6E)2273 ,972=w273 ,它们 的 最 小 多 项 式 分 别 为 A 及 (A+1) 2 计算 
1 = (+E) (2e+ey)= 2(o+E)2ei+(HE) 2 Ei. 
(&+6E) 在 sl,s:,2 下 的 左 矩 阵 为 


] 3 3 炒 洲 水 
| 9 6| =| 2 =6 =3|， 
2 -4 -9 一 化 6 3 


1 =2(0M%+E@) e+(w+E)E=2(2ei-6Ei-3e;)+(-2Ei+6E)+3E))= 2E| 一 6 一 3E, 
PLsg]zi 是 1 维 的 , 基 就 是 杂 i, 且 wm =0.| P[x]z' 在 史 下 的 矩阵 是 一 阶 和 矩阵 (0). 
计算 


故 


7 =W13 =.M(2E+E)= 2 必 5+WE. 
由 (20) ,得 
1 =2ME+TE; 

=2( 一 2Ei+8s:+06E; )+28i-142, 一 10E， 

=2E,+2E). 
PLsg]7z 是 2 维 的 ,的 最 小 多 项 式 为 (A+l1)”, 则 它 的 基 为 

力 =2( e+E, ) ， 2 =(w+6E)7=2(0MEs+E:+Es+E3 ) ， 

由 (20) ,让 =2ei-10e=-6g .又 (X+E)11= (+6) 人 =0. 于 是 妈 | P[s] 友 在 基 记 , 友 下 的 矩阵 为 
VC-1,2). 最 后 必 g 在 基 mi1 ,725,273 下 的 矩阵 为 


0 0 0 
"| | 4 癌 医 
0 人 一 ! 
基 变 换 
2 0 放 
(72102273)=(el,E,E)T=(sl,s,E)| -6 2 -10|. 
攻 2 9 
相似 变换 为 
J=T-1B7， 
即 
人 从 2 \- 70 -1 2 2 0 2 0 0 0 
2G 又 四 | 8 - = 电 一 人 人 | | 0 | . 
=3 赤 “= 3 6 =10 八 =3 3 = 在 0 天生 


数字 课程 网 站 
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